Izomorfizmus
Def.: Ha [image: image2.png]B =1



 lineáris leképezés egyúttal kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést létesít [image: image4.png]Vi és;



 között, akkor azt izomorfizmusnak nevezzük.

Egy [image: image6.png]Vi vektortér akkor izomorfaly



vektortérrel, ha [image: image8.png]


 [image: image10.png]B =1



 izomorfizmus. Jelölés:  [image: image12.png]=W




Az izomorfizmus tehát egy olyan lineáris leképezés, amelynél

· különböző [image: image14.png]


-beli elemek képe különböző, és
· minden [image: image16.png]


-beli elem fellép képként
Magteréről és képteréről is felismerhető:

Tétel: A [image: image18.png]B =1



 lineáris leképezés [image: image20.png]


 izomorfizmus, ha Ker(A)=0 és Im(A)=[image: image22.png]


.
Tétel: Ha n>0 egész szám, és V egy n dimenziós vektortér, akkor  V[image: image24.png]


 (A tétel azt mondja ki, hogy csak egyetlen n dimenziós vektortér létezik.)

Tétel: Véges dimenziós [image: image26.png]i, V2



 vektorterek esetén [image: image28.png]=W



 pontosan akkor, ha dim[image: image30.png]


dim [image: image32.png]



Példák:

1. Legyen [image: image34.png]


 a síkvektorok szokásos vektortere. Izomorfizmusok-e az alábbi lineáris leképezések:
a). az origó körüli tetszőleges szöggel való elforgatás  

b). az origóból való középpontos nagyítás

c). az origón átmenő bármely egyenesre való tükrözés

d).az origón átmenő bármely egyenesre történő adott irányú vetítés 

Megoldás: a); b); c) izomorfizmus, a d) nem, ugyanis a képtér az az egyenes, amelyre vetítünk (nem kölcsönösen egyértelmű, egy adott kép több ponthoz is tartozhat), a magtér a vetítét irányába eső, origón átmenő egyenes. 

2. Tetszőleges [image: image36.png]i, V2



 esetén feleltessük meg [image: image38.png]


minden elemének [image: image40.png]


nullelemét. 
(Ez a lineáris leképezés a nulla leképezés. Magtere a teljes [image: image42.png]


, képterét a [image: image44.png]


beli nulla alkotja.

-nem izomorfizmus

3. Ha V=[image: image46.png]


, akkor feleltessük meg minden elemnek önmagát. (Ez az identitás leképezés.)
-izomorfizmus, magtere a 0, képtere a teljes V

 4.     Legyen [image: image48.png]


, [image: image50.png]


, és A egy mxn-es mátrix. Legyen a lineáris leképezés az A                        mátrixszal történő szorzás. 


-nem izomorfizmus

 5.   Legyen [image: image52.png]


egy n dimenziós vektortér, és [image: image54.png]


. Rögzítsük [image: image56.png]


egy bázisát, és tetszőleges
     [image: image58.png]


-beli vektort írjunk fel a bázisvektorok lineáris kombinációjaként. 
Egy  [image: image60.png]


-beli vektornak feleltessük meg az ebben a felírásban szereplő koordiántákból képzett

 [image: image62.png]R™



-beli vektort. 
−izomorfizmus

   6.  γ [image: image64.png]R? - R?



, γ([image: image66.png]X1,X2) = (X1 + X2, X1 —X3)



.


Megoldás: Ker(γ) meghatározásához keressük azon x=([image: image68.png]X1,X2)



 vektorokat, amelyekre                       γ(x)=0,  tehát keressük 


      






              [image: image70.png]Xy +X;



=0







[image: image72.png]Xy — X;



=0


homogén lineáris egyenletrendszer megoldásait.


Mivel ennek az egyenletrendszernek csak a x=(0,0) vektor tesz eleget, így Ker(γ)=0

A rangtétel szerint (és nullitás) γ rengja 2, tehát a képtér megegyezik [image: image74.png]R



-vel, így a        leképezés izomorfizmus.

  forrás:
http://nik.uni-obuda.hu/gberta/LinalgEa2007/eloadasok2007/linalg07_lin_lekepezesek.pdf
