LINEÁRIS ALGEBRA I.

INVERZ MÁTRIXOK, MAGTÉR, KÉPTÉR

Vegyes feladatok

Megjegyzések: 
Egy n x n-es mátrix pontosan akkor invertálható, ha a determinánsa nem nulla: 

det(A) != 0.  A * A-1 = E
Ha nem invertálható, SZINGULÁRISNAK nevezzük, ha invertálható REGULÁRISNAK.
1. Feladat – inverz mátrixok

Határozzuk meg a következő mátrixok inverzeit – amennyiben léteznek.
(i) |2008|
(ii) |0|
(iii) |1 0|
(iv) 
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(v) 
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(vi) 
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(vii) 
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(viii) 
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(ix) 
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 (x) 
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 , igaz-e 2 x 2-es mátrixokra, hogy adj(adj(A)==A ?

(xi)
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2. Feladat –Lineáris leképezések mátrixai

Vizsgáljuk a háromdimenziós tér alábbi transzformációit, és válaszoljunk az alábbi kérdésekre:

2.1 Lineárisak-e? Transzformáció-e? Ha igen, határozzuk meg a sajátértéküket, sajátvektoraikat! Döntsük el, van-e sajátvektorokból álló bázis? 

2.2 Írjuk fel a leképezés mátrixát, ahol jelezve van, ott többféleképpen, ti. más bázispárra vonatkoztatva.  

2.3 Határozzuk meg a képterüket és magterüket, valamint ezek dimenzióját is.

a.) az identitás-transzformáció (3 dimenzióban, n dimenzióban), i j k-ban, 

b.) skálázás (skalár-szor identitás) kétféleképpen, i j k legyen a bázis mind a két térben, másodszor a kiindulási térben legyen i j k, a képtérben pedig legyen a bázis: 
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c.) a zérus-transzformáció (3 dimenzióban, n dimenzióban),

d.) a z tengely körüli 90 fokos elforgatás R3 ( R3, háromféleképpen: i j k a bázis mindkét térben, majd 
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legyen a bázis a kiindulási térben, és i j k a képtérben, illetve fordítva. 

e.) az y tengely körüli alfa szögű elforgatás R3 ( R3,

f.) az y tengelyre való vetítés R2 ( R1 kétféleképpen: i j és j, aztán 
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 és j, R2 ( R2  esetén háromféleképpen:  a bázis mindkét térben,  majd 
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legyen a bázis a kiindulási térben, és i j k a képtérben, illetve fordítva. 

g.) az y - z síkra való vetítés R3 ( R2, R3 ( R3
  
h.) y=ax egyenletű egyenesre tükrözés R2 ( R2

i.) Az i vektor képe az 
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 vektor egy adott homogén lineáris transzformációnál. Milyen geometriai transzformációkkal írható le ez a leképezés? (Tükrözés? Forgatás? Nyírás?) Adja meg a leképezés mátrixát, a 
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 vektor képét, és a 
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 vektor ősét! Van-e sajátvektora e leképezésnek? Adjuk meg az inverz transzformáció EGY mátrixát! Fogalmazzuk meg mely bázispárhoz adtuk meg! 

j.)  Valamely lineáris leképezés az i vektort a 
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, a j vektort a 
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, a k vektort a  
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vektorba viszi. Mi lesz a leképezés mátrixa?
3. Feladat – képtér, magtér

Legyen az L: R3  (  R4 lineáris leképezés a következő:
[image: image21.emf]ahol [image: image22.emf]
a.) Mi a leképezés magtere? Ez hány dimenziós?

b.) Mi a leképezés képtere? Ez hány dimenziós?

c.) Mi a v = (3  7  8  1)T vektor L szerinti ősképe?
d.) Van-e L szerinti ősképe w = (0  0  1  1) T vektornak?
4. Feladat – magtér, képtér

Adjuk meg Im(A) és Ker(A) egy-egy ortonormált bázisát, ha az A lineáris leképezés A mátrixa a következő: [image: image23.emf]
5. Feladat – magtér, képtér

Legyen [image: image24.emf] a síkvektorok szokásos vektortere és legyen [image: image25.emf]egy lineáris transzformáció. Az A a b1 = (1, 1)T és b2 = (1,−1)T (oszlop)vektorokból álló bázisban felírva az alábbi mátrix:: [image: image26.emf]. Határozzunk meg x és y értékét, ha tudjuk, hogy (3, 1) (i,j)  Є ker(A).

6. Feladat – magtér, képtér

Igazoljuk, hogy bármely A lineáris leképezés esetén tetszőleges u, v vektorokra A(u) = A(v) akkor és csak akkor igaz, ha u − v Є Ker(A). 
7. Feladat – magtér, képtér

Legyen az A mátrix által a V vektortéren megvalósított lineáris transzformáció olyan, hogy Ker(A) tartalmazza Im(A)-t. Mutassuk meg, hogy ekkor A2 = 0.
MEGOLDÁSOK

1. Mátrix inverze

 (i)
1/2008

(ii)
Nem létezik

(iii)
Nem létezik – a mátrix nem n x n-es 

(iv)
Nem létezik – a mátrix nem n x n-es

(v)
Önmaga

(vi)
det(A) = 0 ( nem létezik

(vii)
inv(A) = 
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(viii)
inv(A) = 
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(ix)
inv(A) = 
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(x) inv(A) = 
[image: image30.wmf])
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. Szorzással ellenőrizzük, hogy az eredmény helyes-e.
(xi) nem létezik – vonjuk mindegyik sorból az első sort, a determinánsnak sok sora =. Általánosíthatunk, pl. 3 x 3-ra:  a, a+d, a+2d, a+3d az első sor, a második pl. b, b+d, b+2d, b+3d, a harmadik sor c, c+d, c+2d, c+3d, ilyen típusú determinánsok mindig nullák.
(a) det(A) = 1        inv(A) = [image: image31.png]-15
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(b) det(A) = 3
inv(A) = [image: image32.png]1.3333  0.3333  -0.3333
-2.6667  0.3333  0.6667
0.3333  -0.3333  0.3333




(c) det(A) = 13
inv(A) = [image: image33.png]-4.0000  5.0000 -12.0000
1.0000  z.0000  3.0000
5.0000 -3.0000  2.0000



/ 13 !!! (tehát a feltüntetett számok * 1/13)

(d) det(A) = 3
inv(A) = [image: image34.png]1.3333  -0.3333  -0.3333
1.3333  0.6667  -0.3333
-1.6667 -0.3333  0.6667




(e) det(A) = -7
inv(A) = [image: image35.png]3.0000  -1.0000 -2.0000
2.0000 -3.0000  1.0000
-1.0000  5.0000  3.0000



/ 7 !!! (tehát a feltüntetett értékek * 1/7)

(f) det(A) = -4
inv(A) = [image: image36.png]-15.0000
6.0000
4.5000
~0.5000

10.0000
-3.5000
-3.0000

o

-8.0000

3.0000
2.5000

L5000

5.0000
~2.0000
-1.5000

0.5000




(g) det(A) = 0 ( nem létezik

(h) det(A) = 1
inv(A) = [image: image37.png]



2. Lineáris leképezés, sajátérték, sajátvektor

a.) Az A(v) = v transzformációról van szó.

Példaként itt még ellenőrizzük a linearitást, azaz, hogy A(u + v) = A(u) + A(v) ill. A(λv) = λA(v) teljesüljön, de ezt a későbbiek során nem tesszük meg. Az első esetben A(u + v) = u + v és A(u) + A(v) = u + v, míg a másodiknál A(λv) = λv = λA(v), azaz lineáris.
Ahhoz, hogy a mátrixot meghatározzuk, elég megnézni egy bázison a hatását. A szokásos bázist használva: [A] · (1, 0, 0)T = (1, 0, 0) T , [A] · (0, 1, 0) T = (0, 1, 0) T , [A] · (0, 0, 1) T = (0, 0, 1) T . Ezt tömörebb formában így is írhatnánk: [A]I = I, amiből következik, hogy [A] = I. A magteret azon elemek adják, amiket a null vektorba visz: ez csak a nulla, míg a képtér az egész tér lesz.
b.) Lineáris, mátrixa a csupa nulla mátrix, magtere az egész tér, képtere a nulla.

c.) Lineáris, magtere a nulla, képtere az egész tér.

d.) mint (c).

e.) Lineáris, képtere azon vektorokból áll, amiknek x koordinátája nulla, magtere pedig azokból, amiknek csak az x koordinátája nem nulla. Mátrixa: [image: image38.emf]
f.) Ez is lineáris, képtere az y = z sík, magtere az erre a síkra merőleges origón átmenő egyenes.

i.) 

j.)  A transzformáció mátrixa: 
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. A karakterisztikus egyenlet: 

-(3-3(2+4= -((-1)( (+2)2, tehát a sajátértékek:1; -2 (kétszeres gyök) 

TRÜKK: harmadfokú egyenlet gyökeit keressük a konstans tag (itt 4) osztói között!

A sajátvektorok:  

s1=1: 
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t, (egy dimenziós altér – egyenes!) s2=-2:  
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2 dimenziós altér: sík.
3. Magtér, képtér

a.)
A magtér elemeit a [image: image42.emf] egyenletrendszer megoldásai alkotják. Ezt Gauss-Jordan eliminációval kapjuk, hogy [image: image43.emf]ebből u3 = tetszőleges, u1 = - u3 , u2 = u3 . A magteret így a [image: image44.emf] vektorok alkotják, ahol u3 tetszőleges. A magtér dimenziója 1, mert 1 db független vektor generálja.

Általánosan is igaz, hogy a (balról történő) mátrixszorzás, mint lineáris leképezés magterének dimenziója ugyanannyi, mint a mátrixot, mint együtthatómátrixot tartalmazó kibővített mátrix RLA-ban (redukált lépcsős alakban) található, vezéregyest nem tartalmazó oszlopok száma. 
b.)

[image: image45.emf] 

A feladat a.) része alapján a három vektor LÖF.

Trükk: Az kiszámolt RLA-ban szereplő vezéregyesekhez tartozó vektorok megadják a lineárisan független komponenseket, a többi oszlopvektor pedig a harmadik, összefüggő komponens előállítását. Ennek megfelelően:  [image: image46.emf]
Ebből

 [image: image47.emf] [image: image48.emf]
[image: image49.emf] [image: image50.emf] [image: image51.emf]vektorok adják, ahol [image: image52.emf]tetszőlegesek. A képtér dimenziója 2, mert 2 független vektor generálja.

A mátrixot – mint együtthatómátrixot – tartalmazó kibővített mátrix RLA-ban található vezéregyest tartalmazó oszlopok számának összege éppen a képtér dimenziója (hiszen ezek a független vektortokhoz tartoznak), ezért így könnyen észrevehető, hogy visszakapjuk a dimenziótételt; jelen esetben 3 = 2 + 1.
c.) A v vektor ősképét a [image: image53.emf] egyenletrendszer megoldásai adják. A GJ elimináció után ez [image: image54.emf]-t kapjuk, ennek alapján az ősképek: [image: image55.emf]  vektorok, ahol u3 tetszőleges.

Általánosan is igaz, hogy egy képtérbeli vektor ősképe/i felírható/k a vektor egy ősképének és egy magtérbeli vektornak az összegeként.
d.) A w vektor ősképét a [image: image56.emf] egyenletrendszer megoldásai adják. Ezt GJ eliminációval alakítva kapjuk, hogy [image: image57.emf]. A tiltott sor miatt w vektornak nincs ősképe, a kérdéses vektor pedig nincs benne a leképezés képterében.

4. Magtér, képtér

Ortonormált tulajdonság (vektoralgebra): merőleges, egységnyi hosszú vektorokból álló rendszer. MERŐLEGESNEK nevezzük, ha a vektorok skalárszorzata nulla:
[image: image58.wmf]å
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= 0.
Határozzuk meg először ker(A)-t. ker(A) = {x : Ax = 0}, azaz egy (homogén) lineáris egyenletrendszer megoldásait keressük. Gauss eliminációval: 

[image: image59.emf]
Amiből x1 = −x3 és x2 = −x4, azaz a [image: image60.emf]alakú vektorok lesznek az A magjában. Ez egy kétdimenziós tér, mert

[image: image61.emf]=
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(ennek tehát az a technikája, hogy a vektort szétszedjük annyi vektorra, ahány különböző paraméter szerepel a koordinátái között. Az egyes paraméternek megfelelő vektorból magát a paramétert kiemeljük, és a kapott szám koordinátákkal rendelkező vektort -a többi paraméter helyén nulla áll - választhatjuk bázisvektornak, így a dimenzió azonnal adódik) 
bázis lesz pl.: [image: image63.emf] Ez a bázis ortogonális, (skalárszorzat=0) de nem ortonormált. Egy ortonormált bázis: 
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.
Ha a magtér kétdimenziós, akkor a képtér is az (mert a kettő dimenzió összege kiadja az egész tér dimenzióját, ami most négy). A bázis megadásához azonban tudni kell, mely két vektor által generált sík lesz a képtér. Mivel a képtér a leképezés mátrixában lévő oszlopvektorok lineáris kombinációja:
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ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

+

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

4

2

1

3

1

1

4

2

1

3

1

1

u

z

y

x

; könnyen adódik, hogy ez a sík az  a=
[image: image66.wmf]ú
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 vektorok (bázist alkotnak) által generált sík, v = 
[image: image68.wmf]ú
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. A síkbeli felbontási tétel  szerint bármely két, e síkbeli, nem párhuzamos vektor lehet bázis. Ezért pl. az 
[image: image69.wmf]ú
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vektort alapul véve, ezt felbonthatjuk az 
[image: image70.wmf]ú
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vektorral párhuzamos, és arra merőleges összetevőkre. Így az eredeti vektorok síkjában maradunk. Ezután a kapott párhuzamos ill. merőleges összetevő vektorokat normáljuk (vesszük az abszolút értékük reciprokával a számszorosát). A bázisvektorok kiszámítása külön feladat.

5. Magtér, képtér

Határozzuk meg előbb a (3, 1)T vektor koordinátáit is a megadott bázisban: (3, 1) T = α(1, 1) T + β(1,−1) T. Ebből α = 2, β = 1, azaz az új bázisban a vektor koordinátái: (2, 1) T. Most, hogy már ugyanabban a bázisban van ez is, mint a mátrix, az, hogy a magban legyen, azt jelenti, hogy [image: image71.emf] Ebből x = -2, y = -0.5.

6. Magtér, képtér
Mivel lineáris a leképezés, ezért 

[image: image72.emf].

7. Magtér, képtér

A2 is egy lineáris leképezés, ami pontosan akkor 0, ha minden elemet a 0-ba visz, azaz, ha minden v eleme V-re A2v = 0. Im(A)-ban az Av alakú elemek vannak, de a feltétel szerint ezek mind benne vannak Ker(A)-ban is, azaz az A az Av alakú elemeket a 0-ba viszi. Más szóval: A(Av) = 0, azaz A2v = 0 bármilyen v eleme V-re.
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