Geometriai transzformációk feladatsor
Ismétlés
Mátrixok szorzása
Vektorok skalárszorzatának kiszámítására vonatkozó tételen alapul:

A C= A·B mátrixot úgy kapjuk, hogy A minden sorvektorának képezzük a skalárszorzatát B minden

oszlopvektorával. Ezért ha A típusa (n×m), akkor B típusa (m×k). Ez azt jelenti, hogy az A és B

mátrix csak abban az esetben szorozható össze, ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahány sora

B-nek. A szorzatmátrix típusa ennek megfelelően (n×k).

Példa:

           0   3   4

           1   0   5

           2   1   6

1 2 3   8   6   32

4 5 6   17 18 77
Példa (mátrix, vektor szorzás):

           1
           -1

           2

8 2 3   12
4 3 6   13
Vektor: lényegében egyetlen sorból (oszlopból) álló mátrix (koordináta mátrix). Jelentése: a bázisvektorok megfelelő együtthatókkal vett lineáris kombinációja adja meg a vektort. A vektor dimenzióját a koordináták száma adja meg.

Geometriai transzformációk síkban
Transzformációk: A transzformáció egy speciális lineáris leképezés, amely egy adott vektortérből ugyanabba a vektortérbe képez. Így a dimenzió és a bázis nem változik. A transzformációt a mátrixával adjuk meg. A vektort balról szorozzuk a transzformáció mátrixával, így egy új vektort kapunk.
Egybevágósági (hasonlósági) transzformáció:  Olyan transzformáció, ami az origót (nullvektor) helyben hagyja.

(Transzformáció mátrixa: Oszlopai a bázisvektorok képei.)

Helybenhagyás

A transzformáció végrehajtása után a vektor nem változik.

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:

        1                                1 0    



       1

          1
        2                                0 1




       2

          2
        






         1 0    1
 
         0 1    2
Nyújtás/ zsugorítás (skálázás)
A vektor nagysága változik. (Pozitív érték esetén, negatív esetén iránya ellentétes lesz.)

Pl. kétszeres nagyítás

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:
        1                                2 0    



       1

          2

        2                                0 2




       2

          4

        






         2 0    2

 
         0 2    4

Pl. negyedelés

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:

        1                                0,25 0    



       1

          0,25
        2                                0      0,25



       2

          0,5
        





           0,25 0         0,25
 
           0      0,25    0,5
Forgatás

A következő mátrix az origó körül pozitív irányba forgat θ szöggel:

cos(θ)  -sin(θ)

sin(θ)   cos(θ)

Pl. forgatás: +90°
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:

        1                                0 -1    



       1

          -2

        2                                1 0




       2

          1
        






         0 -1   -2

 
         1 0     1

Pl. forgatás: -60°

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:

        1                                0,5    [image: image1.png]


/2    


       1

          2,23
        2                                [image: image2.png]


/2 0,5



       2

          0,13
                                    


         0,5    [image: image3.png]


/2   2,23

                                    


        [image: image4.png]


/2  0,5      0,13
Vetítés

A vektornak egy adott egyenesre eső vetülete. 
Pl. x tengelyre vetítés
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:
        1                                1 0    



       1

          1
        2                                0 0      



       2

          0
        






         1 0     1
 
         0 0     0
Tükrözés origóra (180°-os forgatás)
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:
        1                                -1 0    



        1

          -1
        2                                 0 -1   



        2

          -2
        






         -1 0     -1
 
         0  -1    -2
Tükrözés egyenesre (180°-os forgatás)
Pl. y=x tengelyre
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 


A kiindulási vektor:                  A transzformáció mátrixa:               A transzformáció:                Az új vektor:
        1                                0 1    



        1

          2
        2                                1 0   



        2

          1
        






           0 1    2
 
           1  0   1
Transzformációk kompozíciója (szorzata)

Kérdés

Melyik transzformációt kapjuk, ha először tükrözünk az y = x egyenesre, majd forgatunk

az origó körül 90°-kal? Ez a két transzformáció kompozíciója (szorzata, egymás utánja).

Az eredmény az y-tengelyre való tükrözés.
Érdekesség:

A tükrözés mátrixa:          A forgatás mátrixa:                 Ezek szorzata:                  Ami egyben az y tengelyre való tükrözésé mátrixa:


0 1

           0 -1


     0 1


   -1 0
1 0

           1 0


     1 0


    0 1
      0 -1    -1 0
      1 0      0 1
Feladatok


         2           3
1. Transzformáld a  3   és a  2  vektorokat a következő mátrixokkal és ábrázold koordináta rendszerben! Milyen transzformációt hajtanak végre a mátrixok? (Ha nem egyértelmű, transzformálj és ábrázolj további tetszőleges vektorokat!)

1./1.  -1 0
          0 -1


1./2.   [image: image5.png]


/2   -0,5

           0,5    [image: image6.png]


/2

1./3.    3 0
           0 3

1./4.    0 0
           0 1

1./5.    2  0

           0 -2

1./6.    2 0
           0 0
2. Az x tengelyre való tükrözés esetén mely vektorok képe lesz az eredeti vektorral párhuzamos? Hogyan kapjuk meg ezen vektorok képeit skalárszorzással? (Később ezek lesznek a sajátvektorok, és a sajátértékek.)

Mintafeladat: Vegyük az x tengelyre vetítés transzformációját, ennek mátrixa:  1 0











           0 0

A vektortér mely vektorai azok, amelyeken a transzformációt elvégezve nullvektort kapunk? (Később ezen vektorok fogják alkotni a transzformáció magterét.) Könnyen látszik, hogy az x tengelyre merőleges vektorok képe nullvektor lesz. Ezt gauss eliminációval is kiszámíthatjuk:

1 0   x        0  

0 0   y   =   0

Tehát a vektorok:  0  * t  ahol t valós szám. (Ezen vektorok alkotják a transzformáció magterét.)



       1

Feladatok

3./1. Adott a – 90°-os forgatás mátrixa:  0 -1






      1  0

A vektortér mely vektorai azok, amelyeken a transzformációt elvégezve nullvektort kapunk? Számítsuk ki gauss eliminációval is!

3./2. Adott az y tengelyre vetítés és 3x nyújtás mátrixa:  0  0







        0  3
A vektortér mely vektorai azok, amelyeken a transzformációt elvégezve nullvektort kapunk? Számítsuk ki gauss eliminációval is!
4. Adottak transzformációk mátrixukkal. A vektortér mely vektorai azok, amelyeken a transzformációt elvégezve nullvektort kapunk? Számítsuk ki gauss eliminációval!
4./1.      1 2
 4 8

4./2.     4  -3

2  -1,5
4./3.     2    3  -3


5    5   3


-4  -6  6

4./4.     2    3      -6


-8   -12   24


4    6      -12
