DM konzultáció
Rajna Zalán

generátorrendszer, bázis, dimenzió (megoldások)
Egy kis elmélet (ismétlés):

· Lineáris kombináció: v = α1∙x1+ α2∙x2+... αn∙xn, ahol αi
[image: image1.wmf]Î

R,
vagyis ismét egy vektort kapunk így a vektorok számszorosainak összegéből.
· LÖF (lineárisan összefüggő vektorok): ha 0 = λ1∙x1+λ2∙x2+... λn∙xn igaz, és 
[image: image2.wmf]$

k, hogy λk≠0.
Példa a fenti alapján: 0 = α1∙x1+ α2∙x2+... αn∙xn+α’∙v, ahol ha a fenti lineáris kombinációt tekintjük, akkor látszik, hogy α’ = -1 esetén igaz, vagyis LÖFa definíció alapján. (Nyilván így volt kifejezhető.)
· LFG (lineárisan független vektorok): 0 = λ1∙x1+λ2∙x2+... λn∙xn igaz ACSA ha 
[image: image3.wmf]"

k-ra λk=0,
tehát egyik vektort sem tudjuk a többi lineáris kombinációjaként előállítani.
· Generátorrendszer: g1, g2, ...gk generátorrendszert alkotnak V (pl. n dimenziós) vektortéren, ha

[image: image4.wmf]"

v
[image: image5.wmf]Î

V előállítható v=α1∙g1+ α2∙g2+... αk∙gk lineáris kombinációként.
Tehát látszik, hogy lehetnek LÖF vektorok, valamint az is, hogy „k” nem lehet kisebb, mint „n”.
· Bázis: LFG generátorrendszer → egyértelmű; „k” = „n”; nem fejezhetőek ki egymásból és minden
v 
[image: image6.wmf]Î

V előállítható a lineáris kombinációjával.
· Dimenzió: egy vektortér dimenziója a bázisának elemszáma.
Vagyis a következő összefüggéseket érdemes látni:

LÖF rendszer + v
→ LÖF rendszer
bázis + v
→ LÖF rendszer (nyilván csak akkor, ha v≠0)
generátorrendszer + v
→ LÖF rendszer (nyilván csak akkor biztosan, ha v≠0)
bázis - v
→ LFG renszer
LFG rendszer - v
→ LFG rendszer
Kanonikus bázis (jelölés v[ ]): ahol bi=
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, vagyis n dimenziós vektortér bázisában i=1, 2, 3,... n. Mindig az i-dik elem 1-es, a többi 0-ás.
i-dik elem. Például két dimenzióban: 
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Feladatok, példák:
1.) a= 
[image: image10.wmf][
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. Ezek a vektorok generátorrendszert alkotnak-e R2-ben?
Ha generátorrendszer, akkor például állítsuk elő a 
[image: image13.wmf][
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 vektort a, b és c lineáris kombinációjaként.
Megoldás (Gauss): tetszőleges v=
[image: image14.wmf]÷
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 vektort megkapunk v=α·a+β·b+γ·c lineáris kombinációjaként, ha a lineáris egyenletrendszert mátrixszal reprezentáljuk, és megkapjuk a vezéregyeseket a lenti módon. Látjuk, hogy bármelyik v vektor előállítható a, b és c lineáris kombinéciójaként, sőt azt is látjuk, hogy például c előállítható a és b lineáris kombinációjaként, vagyis a három vektor LÖF.
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Ez nem tartozik a konkrét megoldáshoz, de érdemes látni, hogy 
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, azaz c=7a-1b könnyen leolvasható, tehát a példa előállításánál ezért vehetjük c vektor együtthatóját önkényesen 0-nak a könnyebb számolás érdekében, hiszen a másik kettőből már előáll. Tehát α, β és γ együtthatókat a fenti mátrixból meghatározhatjuk egyszerűen, hiszen v=
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 vektort keressük, vagyis x=8 és y=12. A végső együtthatókat ebből kiszámolhatjuk: α=9x-4y=72-48=24, β=y-2x=12-16=-4 és γ=0. Vagyis most v=24a-4b+0c, azaz 
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. Ez a feladattípus láthatóan könnyen ellenőrizhető, ezért különösen érdemes.
2.) a= 
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. Ezek a vektorok generátorrendszert alkotnak-e R3-ban?
Ha generátorrendszer, akkor például állítsuk elő a 
[image: image33.wmf][
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 vektort a, b, c és d lineáris kombinációjaként.
Megoldás (Gauss): tetszőleges v=
[image: image34.wmf](
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 vektor lineáris kombinációra bontásának egyenletrendszerét mátrixszal reprezentálhatjuk. v= α·a+β·b+γ·c+δ·d Így a lenti számolással kihoztuk a három darab vezéregyest, azaz három független vektort tetszőleges v három dimenziós vektor előállításához, tehát generátorrendszert alkot ez a négy vektor. Mivel példát kell kiszámolnunk, a fenti példában látható módon ki kell a generátorrendszer belátása után nulláznunk a vezéregyesek feletti elemeket is, hogy v=
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 vektor előállításának együtthatóit kiszámoljuk.
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 Ezzel már beláttuk, hogy generátorrendszer, de a példa kiszámításához ki kell nulláznunk a vezéregyesek feletti elemeket, hogy majd megkapjuk a megfelelő együtthatókat.
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Tehát a fenti példához hasonlóan az utolsó, ez esetben d vektor együtthatóját vegyük önkényesen 0-nak, hiszen ez kifejezhető a többivel a számolásból könnyen leolvasható módon: d=29a+16b+3c, és valóban 29·
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. Vagyis kiszámolhatjuk most már a keresett α, β, γ és δ együtthatóit a lineáris kombinációnak.  v=
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 Vagyis az együtthatók: α=
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3.) Ezek a vektorok LFG rendszert alkotnak?

Megoldás: nem, hiszen már az a, b és c vektorok magukban generátorrendszert alkotnak, és ehhez egy vektort (ez esetben d-t) hozzáadva a vektorok LÖF lesznek. Mivel a rendszer Akkor és CSak Akkor LFG, ha az előállító vektorok LFG-k, ezért a rendszer ebben a példában nem LFG.
4.) Bázis-e a, b és c vektor R3-ban?

Megoldás (Gauss): igen. Az előző feladatban láthatjuk, hogy a három vektor generátorrendszer, tehát azt kell még belátnunk, hogy LFG rendszer-e. Ehhez beírjuk egy mátrixba a 0 vektorral, hogy megfelelő átalakítással látható legyen, hogy csak a triviális (csupa 0 együtthatós) lineáris kombinációként lesz ezek lineáris kombinációja 0 (nullvektor).

[image: image64.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

0

9

5

4

0

8

2

0

0

1

2

1

↔
[image: image65.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

0

13

3

0

0

8

2

0

0

1

2

1

↔
[image: image66.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

0

13

3

0

0

4

1

0

0

1

2

1

↔
[image: image67.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

0

1

0

0

0

4

1

0

0

1

2

1

↔
[image: image68.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1


Ezzel ekvivalens megoldás, hogy A=[a,b,c] mátrix determinánsa értelmezhető, és értéke nem 0:
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=1·(2·9+8·5)–(–2)·(0–8·4)+1·(0+2·4)=2. Tehát a, b és c bázis R3-ban.
5.) Generátorrendszer-e b, c és d R3-ban?
Megoldás (Gauss): a 2. feladathoz hasonlóan oldjuk meg ezt is. Belátjuk, hogy tetszőleges v=
[image: image70.wmf](

)

T

z

y

x

,

,

 vektor előállítható b, c és d lineáris kombinációjaként. Ehhez a lenti módon az egyenletrendszert egy mátrixszal reprezentáljuk, amiben a három vezéregyest kell megkapnunk. Mivel nem kell egy konkrét példára utána kiszámolni az együtthatókat, ezért nem kell kinullázni a vezéregyesek feletti elemeket, hiszen e nélkül is beláttuk, hogy az már egyértelmű lenne, és a vektorok nem lehetnek LÖF. Tehát ismét generátorrendszert kapunk. Látszik, hogy egy ilyen feladatnál nem okoz különösebb komplikációt, ha kevésbé „szép” eredményt kapunk. Nem kell velük általában továbbszámolni, csak tulajdonságokat szeretnénk belátni.
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6.) A fenti b, c és d vektorok bázist alkotnak R3-ban?
Megoldás (Gauss): a 4. feladathoz hasonlóan itt is beláttuk már, hogy a vektorok generátorrendszert alkotnak, tehát egy mátrixba írva a 0 vektorral kihozzuk a három vezéregyest, ezzel belátva, hogy bázist alkotnak. Ezzel ismét egyenértékű megoldás a megfelelő determináns kiszámítása.
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7.) Hány dimenziós az a, b, c, d vektorok által generált altér?
Megoldás: az a kérdés, hogy mennyi a generált altér bázisának elemszáma. Mivel három elemű bázisokat találtunk (a fenti feladatokban ketfélét is), így látható, hogy a generált altér dimenziója 3. Nyilván nem találhattunk volna különböző elemszámú bázisokat.
8.) Generátorrendszer-e a következő a, b, c és d vektor R4-ben? a=
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Milyen altérben alkot ez a négy vektor generátorrendszert?
Megoldás (Gauss): hamar látható mátrixba írt formában, hogy R4-ben nem generátorrendszer, hiszen csak két LFG vektor van. A harmadik és negyedik sorból kivonható a második illetve az első a következőképpen:
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Ezek például R2-ben alkothatnak generátorrendszert, hiszen minden v=
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 vektor előállítható a fenti négy vektor segítségével (nyilván akár csak a és b-vel is):
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9.) Mennyi az a, b, c, d vektorok által generált altér dimenziója?
Megoldás: LFG vektorok maximális száma a dimenzió ez esetben is, azaz a fentiek alapján ez 2. Ehhez be kellett látnunk azt is, hogy a fenti v vektorokra generátorrendszer.
10.) Hány dimenziós teret határoznak meg a következő vektorok? 
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Megoldás (Gauss): azt gondolhatnánk, hogy maximum három dimenziós lehet az „oszlopok” száma miatt, vagyis legfeljebb van egy tilos sor, még akkor is annyi. De ez most NINCS így! Mindig ellenőriznünk kell, hogy legfeljebb hány vektor LFG a rendszerben:
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Vagyis a három vektor által generált altér dimenziója (csak) 2.
Nyilván a három vektor generátorrendszer is a 8. feladatban bemutatott két dimenziós vektorokra.
11.) Maximum másodfokú polinomok terén adjunk meg bázist!
Megoldás: jelölje például 
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 az ax2+bx+c polinomot. Így p1=
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 vektorokról már beláttuk, hogy R3-ban [q] bázist alkotnak.
12.) A fenti példában (x-1) és (x+4) bázist alkot a másodfokú polinomok terén?

Megoldás: látható, hogy így (x-1) 
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Vagyis egyértelmű, hogy a két vektor nem alkothat bázist R3-on, amely a maximum másodfokú polinomok terével egy az egyben megfeleltethető a fenti példa alapján, hiszen csak két vektor van, amelyek által generált tér maximális dimenziója kettő.
13.) Adjunk egyszerű példát [b] bázisra a 2x2-es mátrixok terén.

Megoldás: Az R4 kanonikus bázisához hasonlóan megadhatunk egy egyszerű bázist a 2x2-es mátrixok terére: b1=
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=x· b1+y· b2+z· b3+w· b4. Igen könnyen belátható, hogy ez a [b] bázis minden 2x2-es mátrixot előállít, vagyis azok generátorrendszere, és ezen felül pedig nincsen ennél kisebb elemszámú generátorrendszer, amely bármilyen 2x2-es mátrixot előállít, tehát bázis. Ennek belátásától most eltekintünk, hiszen egy az egyben megfeleltethető az R4 kanonikus bázisával.
14.) Hány LFG a következő mátrix oszlopvektorai közül? 
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Megoldás (Gauss): az előzőekben leírt módszerekkel kiderítjük, hogy mennyi LFG oszlopvektort tartalmaz a mátrix. A nullvektorral tesszük egyenlővé a lineáris egyenletrendszert. Teljesen egyenértékű megoldás, ha például transzponáljuk a mátrixot és így az eredeti mátrixot sorai szerint vizsgálhatjuk. Nyilván ugyanazt a megoldást fogjuk kapni.
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Látható, hogy megkaptuk a négy darab vezéregyest, így a vektorok mind LFG-k.

15.) Hány dimenziós teret generálnak a következő mátrix oszlopvektorai? 
[image: image127.wmf]ú
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Megoldás (Gauss): a mátrix első benyomását félretéve egyszerűen a fenti feladatok mintájára megnézzük, hogy legfeljebb mennyi LFG vektor van. Tehát két dimenziós teret generálnak a mátrix oszlopvektorai.
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A fenti példák tapasztalatai alapján, ha ilyen alakra tudjuk hozni a mátrixot, akkor egyértelműen le tudjuk most már olvasni, hogy generátorrendszer R2-ben és két LFG vektora van.
16.)* Bizonyítsuk be, hogy a1=
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 által meghatározott A illetve B síkok párhuzamosak!
Megoldás (1): ha a1 és a2 külön-külön kifejezhetőek b1 és b2 lineáris kombinációjaként, valamint b1 és b2 külön-külön kifejezhető a1 és a2 lineáris kombinációjaként, akkor párhuzamos síkon található mind a négy vektor. Ezt már akár első előadás után is meg tudtuk volna oldani, de viszonylag hosszadalmas.

Megoldás (2): ha a négy vektor együttesen csak két dimenziós teret (síkot) határoz meg, az ekvivalens állítás azzal, hogy két LFG vektor található benne maximum, hiszen ekkor generált terük dimenziója kettő, ez pedig könnyen belátható például a 10. feladat módszerével.
Plusz feladatok, anyagok:

12. példa: http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/okt/2009t/linearisalgebra.pdf
3-4.: http://www.stud.u-szeged.hu/Szabo.Tamas.10/linalg/recept.pdf
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