Vektoralgebra
1. Linearis kombinéacid, koordinata, bazis, Gauss

1. Adott az abran lathaté ABCD paralelogramma. Hatarozza meg az AC és BD vektorok koordinatait
az AE és AD vektorok béazisara vonatkoztatva!

C

D ey

A% o

Megoldas
—_— — — — — (1
AC:AB+AD:1-AB+1-AD:(J

[8,0]

— —  — (41
BD:AD—AB:(—l)-AB+1-AD:( ]
1 [AB,AD]

2. Adott az aldbbi szabalyos (szeretne lenni) hatszdg, adja meg az abrézolt vektorok koordinatait az a,
b vektorok bézisaban!

11 3 2 1
3. a, Bizonyitsa be, hogy av=| 21 | vektor eléallithato az a =| 2 |, b=|5 |, c =| 4 | vektorok
28 6 7 3

linearis kombinaciojaként! Adja meg ezt a linearis kombinaciot!
b, Adja meg a v vektor koordinatait az a, b, ¢ vektorok bazisaban!



Megoldas
a, A kovetkezd vektoregyenlet megoldasait keressik: V=a-a+ f-b+y-C
Ez egy linearis egyenletrendszer ¢, 3,y ismeretlenekkel, Gauss-J. algoritmussal megoldhato:

3 2 1|11 3 2 11 9 0 121 0 0 13
2 5 4/21|~/-10 -3 0-28|~-19 0 0-38(~|1 0 0]2
6 7 3|28 -3 1 0 -5 -3 1 0 -5 0 1 01

> a=2,=1Ly=3 > Tehatalinearis kombinaci6: ~v=2-a+1-b+3-c

2
v=|1
3 [abc]
11 3 2 1
4. Milyen t érték(ek) mellett NEM allithato eld av=| 21 | vektoraz a =| 2 |,b=|t|,c=|4
28 6 7 3

lineéris kombinacidjaként?
Megoldas:
3 2 1|11 3 2 11 0 3 1 6
2 5 4|21|~-10 t-8 0-23|~ O 3t-34 0]-19
6 7 3|28 -3 1 0 -5 -3 1 0 -5
. 34 . 34 " .
— Csak akkor van megoldas, ha t #— , tehat ha t = ? akkor tiltésort kapunk és ekkor a a v

vektor nem allithato el6 az a, b, ¢ vektorok linedris kombinécidjaként.

5. Eldallithato-e a € vektor az @, b, Q,Q vektorok linearis kombinacidjaként? Ha igen, hogyan?

1 2 0 -4 3
a=|-2b=|-2|c=|-6d=| 10 |e=|-12
3 9 -9 -17 4
Megoldas:
1 2 0 -4 3 10 10 0 -1 “:‘igug
2 2 6 10 -12|s|0 1 -5 0 —10|s AT7IOTY
3 9 9 -17 4 00 0 1 -2/ 7R
o=-2
Igen el6allithatd méghozza végtelen sok megoldas van!
a=-1
- , p=-10
Példaul egy megoldas: 0 > e=(-D)-a+(-10)-b+0-c+(-2)-d
7/ =

5=-2



1 4
6. Adott négy vektor: a=|2 b= 9 |,c=|-3|d=|11
0 -1 1 -4

a, Eléallithato-e a d_ vektor az Q.,Q,Q vektorok linedris kombinacidjaként? Ha igen, hogyan?
b, Esaz @ vektoraz d,b, C vektorok linearis kombinaci6jaként?

Megoldas:
9 1
a, lgen eléallithato, és pontosan egy megoldas vanra: d =—-14-a+ E b+ E .C
-1 9 1
b, Igen, §=—.g+_.b+_,9
14 28 28

7. Eldallithato-e a d vektor az @, b, C vektorok linearis kombinaci6jaként? Ha igen hogyan?

1 2 0 -4

1 1 2 -1
a=| _|b=|_|c= d=
-0 (2] |-3]7 |-4

2 0 5 -2

Megoldas
Igen eléallithat: d =—6-a+1-b+2-c

8. Adott az alabbi harom sik. Adja meg a harom sik kdzds pontjainak halmazat! Milyen geometriai
objektumot hataroznak meg?

S;=2x-2y-2=3
S,=x-2y=-7
S;,=2x-2y-z=3

Megoldas

A hérom sikegyenlet altal meghatérozott lineéris egyenletrendszert kell megoldani.
2 -2 -1]3 0 2 -117 0 2 -121 X=-7+2y
1 -2 0 (-7|~|1 -2 0(-7|~|1 -2 O0|-7] yeR
2 -2 -1]3 0 2 -117 0 O 010 z=-21+2y

Végtelen sok metszéspont van, a sikok metszete egy egyenes.



2. Vektoralgebra

1. Adott egy paralelogramma harom csicsa.

1 —2 2 D eo— — ——29
A=[-2|B=| 2 ||D=|-1
2 2 4
AL B

a, Hatarozza meg a negyedik pont koordinatait

b, Hatarozza meg a paralelogramma keruletét!

¢, Adja meg a paralelogramma szégeit!

d, Hatarozza meg az AEC haromszdg C cslcsahoz tartoz6 magassag vektorat!
e, Hatarozza meg a paralelogramma tertletét

Megoldas
-3 1 -2
a, Kétoldalvektora: AC=AB+AD=| 4 |+|1|=| 5
0 2 2
-2 1 -1
C pont koordinétai: OA+AC=| 5 |+|-2|=| 3
2 2 4
-3 1
b, Legyen a két oldalvektor: a= AB=| 4 |6 b= AD=|1
0 2

Avektorokhossza: |8 = /(-3)? +42 +07 =5 |p|=+1? +1° +2? =/6

Tehat a keriilet: K =10+ 24/6
¢, a és b vektorok skalarszorzata: a-b=(3)-1+4-1+0-2=1
a és b vektorok szége: COSa = a-b = L > a=853
d b 5
-3/5
d, a -val parhuzamos egységvektor: e, = ﬁ =| 4/5
a
- 0
A b vektor a vektorral parhuzamos komponense:
-3/5 -3/25
-3 4 1
gu:(t_)'ga)'ga=(l'?+l'g+2‘0)'§:g' 4/5 = 4/25
0 0

Megjegyzés: A parhuzamos komponens képletének egy masik lehetséges felirasa:

a =(e,)e,-= Q-EJ-L—@'@}@
i [ el)ld” R

(@]



A keresett magassagvektor megegyezik a b vektor @ vektorra meréleges komponensével:
1 -3/25 28/ 25
1(—| 4/25 |=|21/25
2 0 2

e, Az a és b vektorok vektorialis szorzata:

i j ok 8
axb=[-3 4 0=i(4-2-0-1)— j((-3)-2-0-1) +Kk((-3)-1-4-1)=8i+6j-7k =| 6
1 1 2 -7

A vektorialis szorzat hossza megadja a paralelogramma teriiletét:

Tparalelog ramma |Q— X D| = \/82 + 62 + (—7)2 =./149

T axb
(Emlékezteté: T, — Paralelogramma _ |_ _|)

haromszog — 2 2
6 9 4
2. Adottkétvektor, a=| 1 |ésb=| 3 |,illetveatéregypontija, A=| 3
-2 -4 -2

a, Irjafel a pont és a két vektor altal meghatéarozott sik egyenletét!

0
b, Legyen P =| —5 | atér egy masik pontja. Rajta van-e az elézé feladatban meghatarozott sikon?
3
5
¢, Megadunk egy harmadik vektort, C=| 8 |-t.  Mennyi az a,b,C vektorok altal kifeszitett
7

paralelepipedon térfogata? Az indoklashoz hasznélja a vektoralgebraban tanult ismereteket!

I\;,egoigaliét vektor vektorialis szorzata merdleges mindkét vektorra, ezért merbleges a sikra is, igy ez
i j ok 2
lesz asik normélvektora: nN=axb=16 1 -2/=2i+6j+9 =|6
9 3 -4 9
A Xo
A sik egyenletének képlete  Ax+By+Cz = Axo+Byy+Cz, ahol N =| B | a normal vektor és | Y,
C Z,
a sik egy tetszdleges pontja. > aSIKEGYENLETE: 2X+6y+9z=8

b, 2-0+6-(-5)+9-3=-3#8 P nincs rajta a sikon, mert nem teljesiti az egyenletet.



c, A paralelepipedon térfogata a harom vektor vegyes szorzataval egyezik meg:

Y =(axb)-c=(2 6 9)-5 8 7)=121

paralelepipedon

V parateleps (axb)-c
, __ " paraleleppedon _ \@ U J* L
(Emlékeztetd: Vigyasger = 5 = 5 )

3. Szémitsa ki a 2x+y+3z=2 és a 4x-y+z=-3 egyenletii sikok altal bezart (kisebbik) szdget!
Megoldas:

A két sik altal bezart sz6g megegyezik a normalvektoraik altal bezart széggel. A normalvektorok koordinatai
pedig az egyenletekbdl leolvashatoak.

A két normalvektor: n1=(2,1,3), n2=(4,-1,1)

A normalvektorok hossza: [n1j=gy6k(14), |n2|=gydk(18)

A bezart sz6g: cos alfa=(8-1+3)/gyok(14)gyok(18)=0,63 alfa=50,95

2
4. Szamitsakia P =| 1 | pont és a 2x-6y+3z=5 egyenletii sik tAvolsagat!
-3

Megoldas
1

Megkeressiik a sik egy tetszéleges pontjat, ami kielégiti az egyenletet, legyen ez a pont: A= 0
1

A P pont siktol vett tdvolsdgat megkapjuk, ha az A pontbdl a P-be mutaté vektor mer6leges vetiiletét
vessziik a sik normalvektorara.

1 2 217

AP=|-1 n=6 Normalvektorral parhuzamos egységvektor: €, = |—D| =|6/7
n

—4 3 - \3/7

(n=v2*+6*+3* =7)

AP merdleges vetiilete a normalvektorra: AP . e, =(2+6-12)/7 =-47

Azért lett negativ, mert a siknak nem azonos oldalé&n volt a pont és a normalvektor.
A P pont tavolsaga a siktol: 4/7

5. Adottak a térben az al&bbi pontok:
Al1;,2;3], B[1;0;-1], C[2;4;-2], D[-2;4;3]

a) Adja meg az A,B és C pontok altal meghatérozott sik egyenletét és lassa be, hogy a 4 pont nincs egy
sikban!

b) Szamitsa ki a pontok altal meghatarozott tetraéder térfogatat!

¢) Adja meg a tetraéder D ponthoz tartozé magassagat!

d) Adja meg a tetraéder D ponthoz tartoz6 magassagvektorat!



Megoldas

0 1
a) Az A,B és C pontok meghataroznak két vektort: a = AB=|-2|6s b= AC=| 2
-4 -5
i ]k 18
Asik normalvektora: axb=[0 -2 -4/ =18i+4j+2k=| 4
1 2 -5 2

A sik egyenlete: 18x+4y+2z2=32

D pont koordinatait behelyettesitve: 18(—2) +4-4+2-3=14%32 - Nincs asikon a D pont.

-3
b) A tetraédert meghatarozé harmadik vektor: c= AD=| 2
0
18) (-3
Térfogat: Vparalelepipedon = (g X t_)) c= 4 1| 2 |= (18 . (—3) +4.2+2- O) =-46
2 0
V. = Vparalelepipedon _ (Q X D) -C __ 46
tetraéder 6 6 6
c) A tetraéder magassagat ketféle médon is szdmolhatjuk:
Vtetraéder Vparalelepipedon _ (g X t_)) -C —46 —46

(1) m= = = = =
Talaphéromszég Talapparale log ramma |Q‘ x b| \/182 + 42 + 22 \/344

(2) A tetraéder magassaga = a D csuics tavolsadga az ABC siktol (pont és sik tavolsaga)

—3) (18/+/344
axb 2 |-| 4/344 |=
X
|_ ‘| 0 2//344

18 4 2 _ 46
[(_3) TRV \/344J ~ J344

d) A tetraéder magassagvektora merGleges az alaplap sikjara, ezért parhuzamos a sik
normalvektoraval, a hossza pedig a c) feladatban kiszamolt m, ezért a magassagvektor = m *
normalvektor iranyl egységvektor:

" 18/+/344) (-828/344
m=m-e, =ﬁ~ 4//344 |=|-184/344
' 2/~/344 —92/344



6. Az oOkori Egyiptomban a egyszer templomot épitettek Horusz tiszteletére. A templom érdekessége
hogy a kapuja nem a szokasos téglalap, hanem haromszdg alaku volt, még csak nem is egyenlészara. A
haromszogletli ajtdé felsé csucsan egy kobe vésett szem jelezte az arra jaroknak, hogy Horusz
templomahoz tévedtek. A kapuban pontosan a szem alatt egy apro kigyo tekergdzott és Orizte az
egyetlen bejaratot. A templom terveinek készitésekor oGegyiptomi koordinatarendszert hasznaltak,
melyben a bejarat harom cstcsanak:

3 9 9
A= 2 |B=|10|,C=|0
-1 -1 0

Itt A ¢é B a haromszog alapjanak két csucsa, C a felsd cstcs. Vajon, oOegyiptomi
koordinatarendszerben, mik annak a vektornak a koordinatai, ami a kigyétol a szemhez mutat?

Megoldas:

AC=(6 -2 1)
AB=(6 8 0)

Euz(ﬁ 8 oj
5 5

El:(ﬁ -18 1)
5 5

7. A matematikusok pikniket szerveznek, és elhatarozzak, hogy erre az alkalomra siitnek egy szép nagy
paralellepipedon alaki tortat. Sajnos azonban nem tudjak, hogy pontosan mennyi massza sziikséges a
tésztahoz, ezt még ki kell szamolni. Azt tudjuk, hogy az alaplap hosszabbik oldala 4 dm, szélessége 2
dm, és az oldalak 45 fokos szbget zarnak be. A harmadik oldal és a hosszabbik alapél altal

meghatarozott sik mer6leges az alaplap sikjara. A harmadik oldal hossza V2, és a végpontjabdl a
hosszabbik oldalra allitott meréleges az oldalt k6zos pontjuktdl 1 dm tavolsadgra metszi. Szamitsuk ki a
szilikséges tészta térfogatat!

Megoldas:

A paralelepipedont meghatarozé harom vektor:ﬂ a=(4,0,0) b=(2,0,-2) c=(1,1,0)
Atérfogat vegyes szorzat alapjan: V= 8 dim”

8. Adottak a térben az alabbi pontok:
A[2;5;3], B[2;-7;-2], C[1;4:3]

a) Szamitsa ki az altaluk meghatarozott haromszdg teriiletét!
b) Szamitsa ki a haromszdg legnagyobb szdgét!
¢) Adja meg a C cslicshol indulé magassagvektor koordinatait!

megoldas:

a) T =6,964

b) a legnagyobb szdg a C csticsnal van, 140,29fok
c) m. = [-1, -168/169; 5/2028]



9. Legyenek adottak az alabbi pontok Tekintsik az AE és AD vektorok &ltal kifeszitett
paralelogrammat, melynek negyedik csucsat jel6lje C'!

(o)

a) Szamitsa ki a paralelogramma keriletét!
b) Hatarozza meg az AED haromszdg D cstcsahoz tartozé magassag vektorat!

Megoldas:

n (-3 /4
= 3),,41): 4),r:=g+,fm= a)
3 11 12

e

a)

K=2|2B| +2|30| =240 9+ 0+ 240+ 16 + 121 = 34,39
e 4 -7
-AB }- —o+12438 —2 —_— —_ —

D) AM == =B G - JE = |4 MD =40 - AM = o
| 27| 7 2 4 5

10. Legyenek adottak az alabbi pontok (az i.j.k bazishan). Tekintsilk az AE és AD vektorok altal
kifeszitett paralelogrammat, melynek negyedik cstcsat jeldlje C'!

(o)

a) Szamitsa ki a paralelogramma kerdiletét!
b) Hatarozza meg az AED haromszdg I cslcsahoz tartozé magassag vektorat!

Megoldas:

= O -2
a) AE = 3),.4.D= 1),r:=g+ D= a)
6 7 10

K=2|24B| +2|30| =249+ 9+ 36 + 2436 + 1 + 40 = 33.24

) ~7/3
(AD-AB)}AF  1m+3+42 —2 7 —o
AM == T— = - AB =--AB =
b) = ” - ( ?;3 )
L ~11/3
MD =AD — AM =| —4/3 )
0

11. Egy olyan tetraéder alak( prizmat szeretnénk gyartani iivegb6l, melynek csucsai az alabbi pontokba

kell illeszkednek.
1 2 -2 ]
3 -6 2 2

a) Ahhoz, hogy a prizmat készitd gép pontosan tudjon vagni, meg kell adnunk az oldallapok sikjainak
egyenleteit. Az AEC oldallap kivételével minden oldal sikjanak egyenlete ismert. Hatarozza meg a
hianyzé oldallap sikjanak egyenletét!

b) Szeretnénk tudni, hogy a prizma oldalait megvilagitva mekkora szogli fénytorés fog bekovetkezni.
Ehhez ismerni kell az oldallapok altal bezart sz6geket. Hatarozza meg az AEC és az ACD oldallapok
sikjai altal bezart szdget!

¢) Szeretnénk meghatarozni a prizma varhato6 sulyat még az elkészités elétt. Mivel ismert az alkalmazott
iiveg stirlisége, ehhez elég meghatdroznunk a prizma térfogatot. Mekkora ez a térfogat?

d) Szeretnénk tudni, hogy milyen magas a prizma, ha az AEC oldallapjara allitjuk. Hatarozza meg ezt a
magassagot!



—11
Tage 1 14
cosp = ——- P - = 02922 — ¢ =73,01°
Mascl - [Maco| V144164
ov=>(AExAC) A0 = =%
— _1 )
d) A0 = 2)
A1
(AD-n) |-3-4+1 _
= = =
n| Vit4+1

12. Egy olyan tetraéder alakll prizmat szeretnénk gyartani tivegbdl, melynek csticsai az alabbi pontokba

kell illeszkednek.
0 -2 1 3
3 1 3 -2

a) Ahhoz, hogy a prizmat készité gép pontosan tudjon vagni, meg kell adnunk az oldallapok sikjainak
egyenleteit. A ECD oldallap kivételével minden oldal sikjanak egyenlete ismert. Hatarozza meg a
hidnyzé oldallap sikjanak egyenletét!

b) Szeretnénk tudni, hogy a prizma oldalait megvilagitva mekkora szogli fénytorés fog bekovetkezni.
Ehhez ismerni kell az oldallapok altal bezart sz6geket. Hatarozza meg az AEC és a BLD oldallapok
sikjai ltal bezart szoget!

¢) Szeretnénk meghatarozni a prizma varhato sulyat még az elkészités elétt. Mivel ismert az alkalmazott
iiveg stirisége, ehhez elég meghataroznunk a prizma térfogatot. Mekkora ez a térfogat?

d) Szeretnénk tudni, hogy milyen magas a prizma, ha az ACD oldallapjara allitjuk. Hatarozza meg ezt a
magassagot!

Megoldas:
. N 3
a) BC = (10),39 = ( 4 )
2 -3

-38 2
Txﬁ:(lg) - 33m=(_1) »2r—y+2z=2-1-1-54+2-3=3
_385 2

2
b) AE x BC = (—5) = Mamc
1
Nagc " Naco

Mazcl - [Macol Bl V4741

62

cosg = =0,75392 — o = 40,61°

o v=1.|(BCxBD) BAl= =

-2
d) 4E = (—?)
—4

AEn| 1-4+7-38 5

nl 3 3

W =



13. Hatarozza meg az ABCD paralelogramma C csUcséat és szogeit, ha az A az orig6, és tovabbi két
csucs koordinatai:
B(1,0,0), D(, 2, -1)

b) Adja meg az E(2, -1, 3), a D és C pontok altal meghatarozott sik egyenletét

Megoldas

Jeloljiik az adott csucsokba mutatd vektorokat kis a, b, ¢, d, e betiikkel.
C koordinatai:  c=b+d=(2, 2, -1)

Szogek: ?

Két sikbeli vektor koordinatai: d-c=(-1, 0, 0) e-c=(0, -3, 4)
Két sikbeli vektor vektoridlis szorzat adja a normalvektort:

(d-c)x(e-c) = | i J k|=0i+4j+3k
-1 0 O
0 -3 4

n=(0, 4, 3)

A sik egyenlete 4y+3z = 5

14. Olaszorszag egyik kisvarosanak lakosa, Giovanni elhatarozta, hogy tetraéder alaki medencét
épittet, mert szeretett volna kitlinni az egyhangt szomszédok koziil. A tervezé Giovanni kertjében
kijelolte a medence 4 cslcsanak koordinatait egy altala valasztott koordinatarendszerben, melyrél
annyit tudunk, hogy 1 egység = 1 méter.

1 3 4 0
-3 -1 1 1
o="2/ a=13/p=1?/ =

a) Elkészilte utdn hany kdbméter viz fér majd a medencébe?

b) Giovanni szeretné télen ponyvaval lefedni a medencét. Hany négyzetméter ponyvara lesz sziiksége,
ha a tetraéder OAB lapja esik a viztikor sikjaba ?

c) A tervezd a medencét diszkovekkel szeretné szegélyezni. Hany méter hosszu lesz a diszkdsor a
medence korul?

2 1
-3 1

15. Az S sik merbleges a v= vektorra, és tartalmazza az A= pontot.

a) Hatarozza meg az S sik egyenletét!

-2
0

. . -1 -
b) Milyen tavol van a B= pont az S siktol?

¢) irja fel a B pontba mutat6 helyvektort az S sikra mer8leges és parhuzamos vektorok 6sszegeként!



16. Milyen sz6get zar be egymassal az S, és S, sik?
S;=2x—-2y-2=3
S,=x—2y+7/=0

17. Adott négy pont: A1, -2, 3), B(-4, 2, 1), C(3, 2,1), D(-4, -2, 5).
a, Irja fel az ABC pontok éltal meghatéarozott S sik egyenletét!
b, Szamitsa ki az ABC haromszdg teriiletét a tanult vektoralgebrai médon!

¢, Milyen messze van a D pont az 1.1-beli S siktdl?
d, Adja meg az ABC haromszdg B cslicsaba mutaté magassagvektor koordinatait!

18. Mekkora a kovetkezd vektorok altal meghatarozott paralelepipedon térfogata?

[3,2,6] [2 -1, 1], [-1, 1, -2]

19. Adott egy tetraéder, melynek csucsai az alabbiak:

(333

a) Hatarozza meg az AEC oldallap sikjanak egyenletét!

b) Hatarozza meg az AEC és ACD oldallapok sikjai altal bezart sz6get, ha ismert, hogy az ACD oldallap
sikjanak egyenlete 3x + y 4+ z = 3!

¢) Hatérozza meg a tetraéder térfogatat!

d) Hatarozza meg a tetraéder D cslicsdhoz tartoz6 magassag nagysagat!



