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1. Elméleti anyag

A vizsgara megtanuland6 elméleti rész Bércesné Novak Agnes: Linearis algebra — Az alapoktol az
Euklideszi terekig cimii jegyzetben talalhato.

2012/13 elso félévében a kovetkezo fejezetek szerepeltek:
-azl, 2, 3, 4., fegezetek teljes egészében

- 5. fejezetbdl az 5.1, 5.2 a Diszkrét matematika targyban volt, 5.3, 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, 5.4.4 tartozik a
linearis algebra vizsgahoz,

- 6. fejezetbol volt: 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5. (A 6.6 fejezet a 2. félévben lesz majd)
-71,72,73,7.42,7.4.3 (7.4.1: CRAMER szabaly még nem szerepelt)

- 8. fejezetbdl volt: 8.1, 8.2, 8.3, 8.4. Csak eléadason volt: 8.5, 8.6 — definiciokat, tételeket tudni kell,
bizonyitast nem.

- 9. fejezetbdl volt: 9.1, 9.2., 9.3.

Felhivom figyelmiiket, hogy a tananyag egyik legfontosabb része a 101-103 oldalon talalhato. Ezt a
részt kiilonosen alaposan kell tanulmanyozni.

A fenti felsorolasban szerepld elméleti anyagban talalhat6 definiciokat, tételeket pontosan ki kell tudni
mondani, és bizonyitani is kell. Vannak nehezebb tételek, melyeket elégséges és kozepes jegyért csak
kimondani kell tudni, a bizonyitast csak jo és jeles jegyért kérdezziik, a listat 1d. ezen dokumentum 3.1,
3.2 pontjainal.

Nagyon fontos, hogy a tananyagot MEGERTSEK. Hiaba tudja valaki felmondani a tételt és bizonyitasat,
ha egyszeri kérdésekre adott feleletébdl kideriil, nem érti, mirél van szo. Sajnos, ez bukashoz is
vezethet.

Aki évkdzben nem foglalkozott az elmélettel, csak alkalmazas szinten, de a kdzépiskolaban jo volt
matematikabol, annak kb. 5 telj es napi tanulasra van sziiksége, melyb6l 3-4 nap a megértés, elmélyedés,
1-2 nap a rogzités. Akinek a kdzépiskolaban nem ment annyira kdnnyen a matematika, annak inkabb 6-
7 nap sziikséges.

Altaldban a matematika tanulasahoz részletes tanulasi tanacsok itt olvashatok.


http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/LA/level_2012.htm

2. A vizsga lebonyolitasa, osztalyozas

2.1 Vizsga menete, jegy szamitasa

A hallgato csak akkor vizsgaztathatd, ha a NEPTUNBAN a vizsgat felvette. Vizsgat csak akkor tehet a
hallgato, (akkor is, ha esetleg a NEPTUN-ban sikertiilt felvennie a vizsgat), ha az évkozi teljesitménye
megfelel a tantargyi kovetelményekben elGirtaknak (alairassal rendelkezik), valamint, amennyiben
Matematika alapjait felvette, abbol SIKERES vizsgat tett.

A vizsga kotelezé irasbeli (kivéve decemberi elvizsga) és valaszthato szobeli részbdl all. A kotelezd
irasbeli részt annak pontszdma alapjan szdzalékosan értékeljiik. Az irasbelin is van egy alapszint,
amelyet ha nem teljesit a hallgato, elégtelen érdemjegyet kap. Csak legalabb elégséges jegyet lehet
a szobelivel modositani.

Jeleshez szdbeli vizsgat is kell tenni.

Az év kozben Osszegyljtott (gyakorlati) pontszambol szamolt szazalék és a vizsga irasbeli rész
szdzalékdnak matematikai 4tlaga alapjan a hallgatd megajanlott jegyet kap, melyet szobeli vizsgan
javithat (vagy ronthat). Az Gsszesitett atlagos szazalék alapjan a megajanlott jegy:

60%-tol elégséges, 70%-tol kozepes, 80%-tol jo.

A vizsga az elméleti tudast, és annak alkalmazasi készségét méri. Akinek megvan az alairasa, jogot
szerzett arra, hogy a vizsgan bizonyitsa tudasat. A fentiek szerint a vizsgajegybe a félév soran szerzett
pontok is beszamitanak, ezért, akinek kevés pontja van, legfeljebb jo jegyet szerezhet. Ez a megszerzett
jegy bekertil az indexbe, de ez a jegy is a TVSZ szerint javithat6, kiilon vizsgéval. Ez a vizsga az itt
leirtaknal nehezebb feladatokat is fog tartalmazni. Ilyen vizsga esetében a konkrétumokat
mindenképpen célszerii személyesen egyeztetni, hiszen mindenkinek mas-mas anyagrész a javitando a
félévkozi feladatokbol.

Az elégtelen érdemjegyet szerzd hallgato e jegyét a vizsga ismétlésével javitja, ekkor is a NEPTUN-ban
ujra jelentkezni kell. Egy targybodl 6sszesen két vizsgat lehet tenni.



2.2 Irasbelivel kapcsolatos altalanos tudnivalék

Az irasbeli az eldadason elhangzott elméleti anyagbol és gyakorlati feladatokbol is all. Az irasbeli vizsga
két, koriilbeliil 40 perces részbdl all: az elsd rész definiciok és tételek kimondasa, elégséges szintii
bizonyitasok, és feladatok.

A masodik rész nehezebb bizonyitast tétel kimondasa és bizonyitdsa, dsszetettebb definiciok és tételek
kimondasa. Csak akkor kertil értékelésre, ha az elso rész elégséges (legalabb 50%).

Az elégséges szintet az alabbiakban részletesen, a tovabbi szinteket mintakkal ismertetem. Eloljaroban
elmondhato, hogy példaul a vektoralgebraban, determinansok elméletében, matrixalgebraban szerepld
tételek, valamint a fliggetlenséghez kapcsolodd bevezetd tételek konnyebbnek szdmitanak, mert a
definicio alapjan kozvetleniil belathatok. (Ugyanakkor a determinans definicidja ,,nehéz”.).

Az elméleti részben az eldadason elhangzott tételek, definiciok és a tételek bizonyitdsai (csak amiket
el6adason megbeszéltiink) szerepelnek. A definiciokat és a tételek kimondasat nagyon pontosan, szo6
szerint kell tudni!

Elégségest az kaphat, aki MINDEN kérdezett DEFINICIOT, TETELT HIBATLANUL LEIR, és
LEGALABB KET TETELT HIANYTALANUL BIZONYIT, és 6sszességében 50% koriil teljesit
a vizsgan.

Az irasbelin szerepl6 feladatok lehetséges tipusai: - igaz-hamis valasztasos feladatok
- egyéb feleletvalasztasos

- elmélethez szorosan kapcsolddo alapfeladatok

A témak szerinti részletes felsorolas alabb, a 3. pontban talalhato.

Az irasbeli eredményhirdetésén kotelezo megjelenni, ugyanis ekkor osztjuk be a szobelire jelentkezoket.
Aki ezt elmulasztja, a szobeli javitashoz vald jogat elvesziti. Az eredményhirdetés idGpontjat a vizsga
megkezdésekor kozoljik.

Varhato eredményhirdetési idépontok: kevés vizsgazo esetén a vizsga utan 2-3 ora, sok vizsgazo esetén
masnap reggel, Neptunban is olvashato.



2.3 A szobelivel kapcsolatos tudnivalok

A szdbelin foleg tételek kimondasa és bizonyitdsa szerepel. Lehetséges egy-egy témakorrdl valo
beszélgetés is.

A szdbeli az irasbeli eredményének kihirdetése utan lehetséges, altalaban az irasbeli vizsgat kovetd
napon. Hataresetben az eredményhirdetéskor 1-1 rovid kérdés varhatd. Az irasbeli eredményétol
fiiggben a szobeli nem mindenkinek kotelezd, de elégtelentdl kiillonbozo irasbelit irt hallgatd jogosult
szobeli vizsgat tenni. Szobeli esetén a szobeli, az irasbeli és az évkodzi zarthelyik eredményei
EGYUTTESEN hatarozzak meg az indexbe bekeriil jegyet. Szobelin tehdt nemcsak javitani lehet.

2.4 A tanulasrol

Hasznos a sajat el6adas jegyzet alapjan tanulni. A honlapon megtaldlhaté az eldaddsokon elhangzott
anyag nagy része, ezeket meg kell tanulni.

Karos masok altal kidolgozott anyag alapjan tanulni. Esetleg ismétlésképpen javasolhato masok altal
kidolgozott anyag hasznalata. Ennek oka, hogy a tanulasi folyamat NEM ROVIDITHETO le,
nincsen ,,kiralyi at”. Azok az anyagok, melyek esetleg a wikin szerepelnek, nem mérvadoak. A wikit
joszandéku, segitOkész hallgatok szerkesztik, de a felkeriilt anyagok nincsenek (és nem is lesznek)
ellendrizve, kivéve a konzulensek és az eldado altal kozdsen kialakitott példatar. Kérem, olvassak el a

matematika tanulassal kapcsolatos altalanos tanacsot is.

Kiilon szeretném felhivni a figyelmet arra, hogy az alvas lerdviditése a vizsgaiddszakban igen komoly
egészségi problémakhoz vezethet! A fegyelmezett, rendszeres életvitel kialakitdsaval, napi 7-8 ora (vagy
tobb:) éjszakai alvassal érheté el a legjobb eredmény.


http://digitus.itk.ppke.hu/~b_novak/LA/level_2012.htm

3. Irasbeli és szobeli részletesebb ismertetése

3.1 Irasbeli részletes ismertetése, mintafeladatok listaja

Az irasbeli elsO része definiciok, tételkimondasok és elégséges szintli tételek bizonyitasaibol all. Fontos,
hogy legalabb két tételt kell tudni bizonyitani az elégségeshez. Az irasbeli masodik része a kozepes
illetve jo/jeles szintli tételek bizonyitasaibol, kozepes/jo szintli problémak megoldasabol all.

A harmadik rész a szobeli, altalaban masnap, melyen az esé két részre megajanlott jegyet lehet javitani
(rontani is lehet, de ez nem jellemzd, mert a hallgatok altalaban tisztaban vannak sajat tudasukkal).
Hataresetben rovid kérdés az eredményhirdetéskor el6fordulhat.



Elégséges szinthez feladat tipusok

Elégséges szinten a feladatnak a vizsgan az a szerepe, hogy az adott definicid megértését mérje. Ezért
ezek nagyon egyszerl feladatok, tobbnyire a definiciok direkt, egyszeri alkalmazasaval megoldhatok.
Azon hallgatok kedvencei, akik értik is és jol tudjak alkalmazni a tuddsukat, de nehezebben oOntik
szavakba Oket.

Minden feladatra vonatkozik, hogy nem igényel hosszabb szdmoléast, hanem az elmélet oOtletes
felhasznalasat. Ha valaki bonyololult szamitasba keveredik, akkor biztosan nem jo utat valasztott,
melynek oka az elmélet nem megfelel szintli ismerete.

Néhany lehetséges feladat tipus (a lista nem teljes, mas ilyen szintii is lehet):

1. Determinans kiszamitasa a kifejtési tétel szerint, ferde kifejtés illusztralasa. Nagyobb méretii (3 x 3,
4 X 4-es) determinans esetében a determinansra vonatkozo tételek koziil 2-3 alkalmazasa (pl. ha van
nulla sora, vagy ha egyik sora masik szamszorosa). Gauss eliminacioval determinans kiszamitasa.

2. 2 X 2-es matrix inverzének szdmitasa a képletbdl fakado egyszerli ,,recepttel”.

3. Lin. fliggetlenség/lin.fligg6ség felismerése.

4. Adott vektortér egy bazisanak megadasa, vektor koordinatainak felirasa adott bazisban.
5. Bézis felismerése, bizonyitasa, megadasa.

6. Generatorrendszer felismerése,bizonyitasa, megadasa

7. Két, koordinataival adott vektor 0sszegének, skalarszorosanak (szamszorosanak) szamitasa
8. Skalarszorzat szamitasa kanonikus bazis (i, j, k) esetén.

10. Vektoridlis szorzat szdmitasa kanonikus bazis (i, j, k) esetén.

11. Vektorok bezart szoge, vetiilete

12. Haromszog és paralelepipedon adatainak szamitasa: keriilet, szogek/teriilet, térfogat.
13. Sik egyenletének felirasa

14. A sik és a tér leképezéseinek matrixai: 2-3 dimenzidban a megadott leképezés matrixanak megadasa,
adott matrix esetében annak eldontése, milyen geometriai leképezést ad meg, adott leképezés esetében
annak eldontése, hogy homogén linearis-e (pl. a derivalas, integralas, stb.).

15. Altér felismerése, vektorok halmazardl bizonyitani, hogy alteret alkotnak

16. Képtér, magtér megadasa egyszeriibb esetekben (pl. 3 dimenzidban k bazisvektorral parhuzamosan,
i és j sikjara vetitjiik a tér vektorait, mi lesz a képtér, mi lesz a magtér? )

17. Dimenzio6 tétel illusztralasa

18. Sajatértékek kiszamitasa egyszerii esetekben, definicio alapjan, ill. matrix algebra segitségével.
Sajatvektorok szogének szamitasa.



19. Matrixok szorzasa, 6sszeadasa, skalarszorosa. Szoveges feladatok megoldas matrix segitségével.

20. Linaris egyenletrendszer megoldéasa inverz matrix segitségével.



3.2 Tételek szintezett listaja

Elégséges szintii tételek, melyeknek bizonyitasat is mindenkinek tudnia kell (a felsorolas teljes)

1-7. Linearis fiiggetlenség, 6sszefliggdség fogalmanak kozvetlen kdvetkezményei. (7 konnyt, de fontos

crcr

vektort..., fliggetlen rendszerbdl elhagyunk vektort. .., fliggetlen rendszerhez vektort hozzavéve fiiggéveé
valik..., vektort mas vektorok linearis kombinacidjaként felirva, a felirds akkor és csak akkor
egyértelm, ha.... Ezen utdbbi kovetkezményeként annak indoklasa, hogy miért bazist kell hasznalni a
vektorok megadasakor, miért egyértelmii a koordinata fogalma)

8. A kicserélési tétel szerint a generatorrendszer elemszdma és bazis elemszama kozti kapcsolat
felhasznalasaval annak bizonyitasa, hogy egy adott vektortérben barmely bazisnak egyenld szamu eleme
van.

9.-11. 3 dimenzidban, kanonikus bazisra vonatkozd koordinatakkal adott vektorok skalarszorzatara,
vektorialis szorzatara, vegyes szorzatdra vonatkozo tételek.

12-14. Skalarszorzat, vektorialis szorzat, vegyes szorzat geometriai jelentésének bizonyitasa (3 tétel)
15. Sik normalvektoros egyenletének levezetése.

16. Két 3 dimenzids vektor akkor €s csak akkor merdleges, ha skaldrszorzatuk 0, akkor és csak akkor
parhuzamos, ha vektorialis szorzatuk nulla (2 tétel).

17-19. A képtér, a magtér maga is vektortér (ti. altér) Egy adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok
alteret alkotnak. (3 apro, uo. elv alapjan bizonyithato tétel)

20. Matrix hatvanyainak, inverzének sajatértékei.

ha egy sora kéttagli 0sszeg)
22. Egyenletrendszer megoldasa inverz matrix segitségével.

23. Linearis leképezés matrixanak felirasa, nemcsak kanonikus bazis esetén



10
Kozepes és jo szint

Természetesen az elégségesnél jobb jegy eléréséhez tudni kell az elégséges szinten felsoroltakat is. A
kozepes szintii tételek altalaban olyan tételek, ahol tobb definiciot, vagy tobb egyszerlibb tételt kell
egyiittesen, vagy egymas utan alkalmazni, de konnyen atlathatok, ,.kézzel foghatok™.

Példak kozepes szinti tételekre, melyeket bizonyitani kell (a felsorolas nem teljes):

3 X 3-as matrixon levezetni a matrix és adjungaltja szorzatanak eredményét, vektorialis szorzat
kiszamitdsara vonatkozo képlet, a determinans ferde kifejtési tétel 3 x 3 —as determinans esetén. A
leképezés matrixa. A vektortér axiomak kovetkezményei. Altér bizonyitasdhoz sziikséges és elégséges
feltétel (miiveletre, skalarszorosra zart). Sajatvektorok bazisaban a transzformacié matrixa diagonalis.
A linearis leképezések esetében a null elem képére vonatkozo allitas és annak levezetése a linearis tér
axiomaibol. A vektortér axiomak kdvetkezményeinek bizonyitasa.

J6 és jeles szint

A jo és jeles kozti kiillonbség nehezen mérhetd. Mindkét szint a tananyag atfogd, mély ismeretét koveteli,
tehat 1ényegében mindent tudni kell, jo szint esetén kisebb ,,megingasok” lehetnek. A jo és jeles szintii
tételek esetében tobb definiciot és tételt kell kombinalni. A jo kdvethet el aprobb hibakat, melyet
kérdésre ki tud javitani, a jeles 6nalldéan bizonyit, értekezik az adott témarol.

Természetesen a jo/jeles jegy eléréséhez tudni kell az elégséges és kozepes szinteken felsoroltakat is.

Példa jo és jeles szintii tételekre, melyeket bizonyitani kell (a felsorolas nem teljes):

- kicser¢lési tétel

- dimenzi6 tétel

- determinans kifejtési tétel

- inverz matrix szamitasa Gauss eliminacioval

- homogén linearis egyenletrendszer nemtrivialis megoldasanak feltétele

Példa jeles szintii feladatra, problémara: Bizonyitsa be, hogy valamely transzformacio
kiilonboz6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok fiiggetlenek.

Sikeres felkésziilést kivanok!

Budapest, 2014.dec. 20. ,
Bércesné dr. Novak Agnes
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