4. Vektoralgebra

Az ¢l60 fejezetekben is mir felelevenitettiink néhdny, a vektorokkal kapesolatos ismeretet. Kicsit
altalinosabban osszefoglaljuk a mar tanultakat, és sok Gj, a késébbick szempontjiabol fontos fogalmat
1s bevezetiink.

Nagyon fontos a vektorok e 4. fejezetben leirt tulajdonsdgainak megértése, ugyanis a vektor fogalmat
ezen tlajdonsdgok alapjan fogjuk altaldnositani. A jegyzel Lovabbi részeinek zomében ezen altalinos
vektor fogalmat haszndljuk majd. A vektor dllaldnos fogalma nem mindig lesz geometriailag
kozvetlenul szemicltethetd, ezért Iényeges e fejezet anyagdnak készség szintii elsajatitdsa.

A vektorokkal  kapesolatos  szdmitasok osszességét vektoralgebranak nevezziik. Ezcket a
szamitdsokat eloszor 1ényegében geometriai alapon vezetjiik be. Megismerkediink a tulajdonsdgaikkal.
majd a késobbi fejezetekben bevezetjiik a koordindta fogalmat. Ezutdn djra duekintjik a mar ismert
muveleteket, fliggvényeket, és a koordinatak segitségével is megadjuk szamitdsi modjukat.

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a tér vektoraival foglalkozunk. Természetesen, ha csak ket vektorrdl van sz, a két
vektor mindig egy sikot hatdroz meg. Ez megkonnyiti az dbrizolasukat, ekkor a jegyzet lapja lesz ez a
sik. A térbeh vektorokat a szokdsos perspektivikus médon dbriazoljuk.

Definicio: Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik.

A vektorokat sokféleképpen jeldlhetjiik. Szokds vastag betiivel jelélni, pl: e. De kiirhatjuk a
kezdopontjukat és a végpontjukat, pl.: AB, A’B’. Gyakran haszndlatos a szakkdnyvekben a vastaggal
szedett €s aldhizowt ¢ , vagy délten szedett és aldhizott jelolés is: ¢. A szakaszokat is szokds igy
jelolni, ezért ez esetben mindig hozza is tessziik a vektor szot: AB vektor. Ezen utébbi felirdsban
mindig a kezdopont szerepel eldszor, ¢s a végpont masodszor. Abrin a vektor iranyat a végponthoz
rajzolt nyil jelzi.

A’ A

\c‘ - E

B’ B

Mikor tekintiink egyenlének két vektort? A vektort nemcsak az irdnyitott szakasz hossza, hanem
természetesen az irdnya is jellemzi. A fizikdban sok esetben nagyon fontos az is, hogy pl. egy erét
képviseld vektor kezddpontja, az un. tamadaspont hol van. A matematikiban mdsfajta problémdk
megfogalmazasdra haszndljuk a vektorokat, és ezekn€l nem fontos ez az adat. Ezért kiilonbséget
tesziink: Gn. szabad vektorokrdl beszélink, ha a vektor kezdépontja nem Ilényeges, kotott
vektorokrol, ha a kezdopont helyzete fontos. E fejezetben (és az egész jegyzetben) szabad
vektorokrol van sz6. Ezért egyenldségiiket is a figyelembe vett két adat alapjan dllapitjuk meg.

Definicié: Két vektor egyenld, ha hosszuk és irdnyuk megegyezik.
Péld4ul az eléz6 abrdn az AB és A'B’ vektorok egyenlék. a tobbi nem.
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A ¢ vektor parhuzamos az AB ¢ az A'B” vektorokkal. Vektorok parhuzamossagat a szokgso
AB. Parhuzamos vektorok vagy egyezo, vagy ellentétes iranyuak.

maodon jeloljik: ¢ |

4.2. Vektorok osszeadasa és szorzatai

Ebben a fejezetben a vektorokkal kapesolatos elemi szamitasi ismereteket foglaljuk 6ssze. Van ki,
muvelet, de van koztuk fuggveny is.

4.2.1 Vektorok osszeadasa

A vektorokat a kozépiskoldban megismert geometriai modszerrel adjuk Ossze.

Definicio: Az a é a b vektorok sszegét gy kapjuk, hogy a b vektort eloljuk Onmagivy
parhuzamosan tgy, hogy kezddpontja az a vektor végpontjihoz keriljon. Az a vektor kezdoponti
¢s a b vektor végpontjat sszekito vektor az a és a b vektorok dsszege.

Megjegyzés: Ezt a fajla dsszeaddst nyilfolyamnak modszernek is nevezik.

A vektorok osszeadidsa kétviltozés miivelet: két vektorhoz egy harmadik vektort rendel A
definiciabol ¢lso latasra ugy tunhet, hogy a két vektor szerepe nem egyforma. A kovetkezd dbra an
illuszirdlja, hogyha a definicicban feleseréljiik az a és a b vektorok szerepét, akkor ugyanahhoz az
osszegvektorhoz jutunk.

Tétel: Vektorok osszeaddsa kommutativ: a+b=h+a.

A bizonyitds az abrikrdl leolvashato: a paralelogramma két szemkozti oldala parhuzamos ¢és egyenlo,
czert az a-val illetve b-vel jelolt vektorok valGban cgyenlok. A paralelogramma atléja, mint
osszegvektor kétfeleképpen johet 1étre: a+b=b+a.

s

h

d

b

h
A vektorok Osszeaddsdt tehdt dgy is Iehetett volna definidlni.

hogy kozos kezdopontbdl felrajzolva
Oket, Osszegiik a keletkezo p

aralelogramma kozos kezdopontbé! kiindulé atlGya, melynek kezdopontja
szintén e kozos pont. Ezt a fajta dsszegzési modot paralelogramma médszernck is nevezik.
Tétel: Vektorok osszeadasa asszociativ: (a+b) +¢ = a+(b+c).

Bizonyitds: Az osszeg szerkesziésekor az eléirt médon Iétrehozva a vektorok ossze
¢s vegpontok rogzitettek. Mindegy ezért, hogy milyen sorrendben adjuk ossze
Osszegvektor mindig az a vektor kezdépontjabol a ¢ vektor veégpontjaba mutat.

fuz¢sét, a kezdo —
a vektorokat, hiszen az

b

(a+b)+c (a+b)+c =a+(b+c)
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dadva a matrix

A matrixok eseteében 1s megnéztuk, van-c olyan matrix. melyet barmely matrixhoz hozz
y ¢ ; " ; a . . N PR
elemei nem valtoznak? Masképpen, van-¢ az isszeadds muvelethez inverz clem
R ova ped jcio szerint
Definicio: A nullvektor kezdopontja ¢s végpontja ugyanas a pont, Iranya pedig definicio Sz¢
tetszoleges. Jelolése: 0.

Nyilvanvalo, hogy a nullvektor abszolit ericke nulla. Ha dbrizolnank, képe csak cgy pont lenne.

Fzért altaldban nem s abrazoljuk. _
Ez a .pont” itt a nullvektor:

Tétel: A vektorokon értelmezett osszeadas miveletnek  Iétezik egységeleme:  ate=a. Ez az

egységelem a nullvektor: 0.
ogy az e egységelem kezdépontjat az a vektor
KOl Ossze az e cgységelem

Bizonyitds: Az osszcadas definiciojabol kovetkezik, h
k nulla lehet. Mivel a

végpontjahoz kell illeszient, s az Gsszegvektor az a kezdoponya
végpontjaval. De az Osszeg szintén a Tehat az e cgységelem hossza csa

nullvektor iranya tetszoleges, ez¢rt e=0.
Ha van egységelem, ertelmes feltenm a kérdést, hogy vajon Iétezik-¢ inverz ¢lem is? Van-¢ nunden a
vektorhoz olyan a' vektor, hogy azt a vektorhoz adva nullvektort kapunk? Az igenlo vilaszt a

kovetkezo tételben mondjuk Ki.

- -1
Tétel: Minden a vektorhoz van olyan a "vektor, hogy a + a =0.
dhoz egy olyan vektort fazunk,

Bizonyitds: Ha az Osszeadas definicioja szerint az a vektor végpont]
akkor a

melynck az a vektor veégpontja a kezdopontja, és végpontja az a vektor a kezdopontja,
nullvektor lesz e Két vektor dsszege.
Mivel a bizonyitashan szereplo vektor a-val parhuzamos, de azzal ellentétes irdnyu, ezért ezt cllentett

vektornak nevezzuk.
som s - . ] - .- .
Definicié: Az a vektor Osszeaddsra vonatkozé a' inverz elemét, az a vektor ellentett)ének nevezzuk

és (-a)-val jeloljuk.

Osszefoglaljuk az osszeadis wlajdonsagait.

[ Vektorok osszeaddsianak tulajdonsigai
Barmely a, b, ¢ vektorra a kovetkezok igazak:
1. Kommutativ : a+b=b+a

. Asszociativ: (a+b) +¢ = a+(b+¢)

ra

3. Létezik egységelem: a+0=a

4. Létezik inverz (ellentett) elem: a+(-a) =0
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4.2.2 Vektorok kiilonbsége

A kulonbség jelentése példaul az x+b=a vektoregyenletbol tisztazhatd. Ha t.] b t:\(ji‘ \r'?i.ii;:“ f"*’m”kat
ﬁ‘lcnlcnénck akkor x=a-b az cgyenlet megoldasa. Ez a mir mcgsmknll Lgt\j’nn ctrendezés késziet grry,
.hng\' megvizsgaljuk, vajon vektorokndl is lehet-e az egyenletet igy rendezni’

Ha két vektor, nevezetesen az egyenlet bal- é jobboldalin szcrcpltlﬁ “’kt“mk’ cgyenlok, akkor
hozzdadva mindkét oldalhoz ugyanazt a vektort, tovibbra is Cg?’fﬂlo lesz a ket oldal. Adjuk ,
vektoregyenlet mindkét oldaldhoz a (-b) vektort, a b ellentett vektorit:

x+b+(-b )=a+(-b)
x+0=x= a+(-b)

Jelolés: a+(-b)=a-b=x

b

Tehiat az a és a b vektorok kulonbsége az az x vektor, amely az a vektor és a b cllentett vektordnak
Osszege. Ha az a, b vektorokat kozos kezdopontbdl rajzoljuk fel, akkor a kulonbségvektor a vektorok
dltal kifeszitett paralelogramménak a kisebbitendo. vagyis az a vektor végpontjaba mutaté dtlGvekiora.
(E paralelogramma masik atldja, mely a kozos kezddpontbol indul ki, az a és a b vektor Osszege.)

Jelolés: a+(-b)= a - b=x

4.3 Vektorok szorzatai

A vektorokkal kapesolatosan a gyakorlatban négy olyan szémitasi séma terjedt el, melyek
elnevezésében a szorzattal kapcsolatos szavak szerepelnek. Ezek koziil azonban csak az egyik
muvelet.

Vektor valés szammal valo Szorzdsat a matrixokéhoz hasonléan szamszorosnak nevezzilk. Mivel a
val6s szamokat szokds skaliroknak is nevezni, a szamszoros és skalirszoros szavak ugyanazt a
fuggvényt jelolik. Ez esetben cgy vektorhoz és egy valos szdmhoz egy vektort rendelink, ezért ez nem
muvelet, hanem fiiggvény.

Nagyon koriiltekintéen kell haszndlni az clnevezéseket, ugyanis a fent emlitetthez nagyon hasonléan
hangzik két vektor skalirszorzata. E7 a fiiggvény a két vektorhoz valds szimot rendel

Két vektornak értelmezhetd vektoriilis szorzata is. ¢7 miivelet, mivel a vektorokhoz vektort rendel.
Misrészt ez fiiggvény is: ez a fiiggvény az egyetlen mivelet az it felsorolt, szorzatal kapcsolatos
figgvények kozot..

Harom vektornak értelmezziik majd a vegyes szorzatit, ¢z a fliggvény a skaldrszorzat ¢s a vektorialis
Szorzat alkalmazasdval szimot rendel a hirom vektorhoz.

A tovibbi alfejezetekben rendre megismerkediink a felsorol fliggvényekkel.
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4.3.1 Vektor szamszorosa

Az a vektor szamszorosit, ha ¢z a szim egész szam, a vektor ismételt osszeadasival ertelmezzuk. Az

alabbi abran az a vektor 3-szorosa, illetve a - a vektor 3- szorosa lathato:

a « " -a
- —>—» —y -a -a -a
3 —e<
- =
32

Ezen aismételt osszeadast tehat az jellemzi, hogy pozitiv egész szamszoros esctén a vektor hossza ¢
szamszorosra valtozik, irdnya az eredeti a vektorral egyezo iranyu. Negativ szamszoros eseichen
tulajdonképpen az eredet vektor ellentettiének pozitiv szamszorosat vesszik. Ennek indokat mindjart
latm fogjuk.

Definicié: Legyen Ae R, a vektor. Az a vektor szamszorosa az a A-a-val jelolt vektor, amelyre:

ha A>0, a-val egyirinyu. hossza: [Aaj=A|a]

Aa= A
N

<0, a-val cllentétes wanyu, hossza: |Aal=|A| fa|

Az Osszeaddsra vonatkozo ellentett elemrol wdjuk, hogy az a vektorral ellentétes irdnya, ¢s |al=|-al.
Mivel az inverz elem egyértelmu, ¢s a szamszoros definicidja szennt a (-1)a vektor egyenlo —a-val,
1gaz a kovetkezo lemma.

Lemma: Az a vektor cllentetye, az a vektor (-1)szerese: (-a)=(-1)a
Sokszor hasznalatos az alabbi lemma 1s,

Lemma: Az a ¢és a b vektorok akkor és csak akkor parhuzamosak, ha van egy olyan A valos szam,
amelyikkel egyik vektor felirhato a masik A- szimszorosaként: a ||b <> 3 1€ R a=Ab

Bizonyitds:

Elészor azt bizonyitjuk. ha a vektorok parhuzamosak, akkor van egy ilyen A valos szam. Legyenek
eloszor a vektorok egyiranydak is. A parhuzamos iranyt megadhatjuk egy egységnyi hosszi vektorral,
legyen ez e Ezzel mind az a, mind a b vektor felirhaté:

a=|aleés b= |b|e.
Egységnyi hosszi, b iranyd vektort kapunk, ha b-t megszorozzuk (1/]p])-vel. Ezt e-be helyettesitve:
a=| ja| (1/jb)) b, a=Ab, A= [a|/|b]

Amennyiben a vektorok ellentétes irdnyiak, akkor egyikuk cgyiranyi az e vektorral, legyen ¢z az a
vektor. Ekkor:

a = |a| e é b= |b| (-1)e, hiszen a szimszoros definiciGja szerint (-De ellentétes e-vel, de hossza
ugyanakkora, tehdt jel=1. Ezért:

a=(-1)la| (1/jb]) b, a=Ab, A= -|a| /[b|
Misodszor azt tekintjiik, hogy a=Ab. Ekkor azonban a definicié miau Ablla.
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A fenti lemma bizonyitdsiban az e vektor hossza cgységnyi volt. Sokszor haszndlunk ilyen
tulajdonsagu vektorokat, s ezt a neviikben jelezziik.

Definicié: Amennyiben Je|=1, akkor az e vektort egységvektornak nevezzik.

Megjegyzés: Az egységvektor elnevezésnck semmi koze nincsen a maveletek egység elemeihes.

A szimszoros tulajdonsigai

Rogzitjuk, hogy la ugyanazt jelenti, mint al. Ez formdlis megallapodds. Ervényes a vegyes
asszociativ szabdly: p(ha)=(n A)a . Ennek igazsaga kozvetleniil a definiciobol adédik. Ugyanis g,
cgyenldség két oldalan 1évé vektorok hossza egyformdn az a vektor hosszdnak H A-szorosa. A,
irinyuk, amennyiben cgyik szdm negativ, mindkét oldalon a-val ellentétes iranyd, ha mindkeng
negativ, vagy mindketté pozitiv, akkor a-val egyirdnyuak, igy valoban egyenlok.

A vegyes disztributiv szabalyok is 1gazak, melyek Koziil az egyik: (A+p)a=Aa+pa. Ez a szabaly azén
crdekes. mert a baloldalon valés szdmok. a jobboldalon pedig vektorok tsszcaddsa szerepel. A + el a
baloldalon ¢és a + jel a jobboldalon nem ugyanazt a muveletet jelenti. Amennyiben A és p nem
negativak, akkor a bal oldali vektor is, jobboldali vektor is a-val parhuzamos és egyiranyi, hossza
[(A+t)al= [Aa+pa |= [Aaj+|ual=Aja+ujal= [Aa+a).

Felhaszndlva a szamszoros definicidjat, a vektor abszolit értékének jelentését ¢és a nem negativ
szimok abszohit ¢ériékére vonatkozd ismereteket.

Ha mindkét szam negativ:

[(A+{)a)= [Aa+pa |= [Aal+|ual=-Alal-uja|= [Aa+yal.

Ha egyik szam negativ, pl. u. akkor:

[(A+)al= [Aa+pa |= [Aa+{ual=A|a|-u|aj= [Aa+ual.

A masik disztributiv szabdly: A(a+b)= Aa+Ab. E szabalyban mindkét oldalon a + jel vektorok
Osszeaddsat jelenti. A baloldalon az a+b vektor A-szorosdt vessziik. A jobboldalon mindkét vektor A-

Szorosanak sszege szerepel. Az a, b, a+b vektorokat kozos kezddpontbdl felrajzolva, illetve a Aa, Ab,

ljtjhi} vektorokat is ugyanezen kezdSpontbdl felrajzolva az dllitis a parhuzamos szeldk tételébdl
ddodik.
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Osszetoglaliuk a vektor szamszorosdnak tulajdonsaeait:

Vektor szimszorosanak tulajdonsagai

a, b, ¢ vektorokat, p, A valos szamokat jelol
1. la=al
2. vegyes asszociativ szabily: p(ia)=(u A)a
3. vegyes disztributiv szabsilyok:

(A+i)a=Aa+ua Ala+b)= Aa+Ab

4.3.2 Skalarszorzat (belsé szorzat)
Amint azt mar fentebb emlitettik, a skalarszorzat figgveny; két vektorhoz egy valos szamot rendel.
Angolul . dot product”™ (magyarul pont szorzat) vagy " anner product” (magyarul belsé szorzat) a neve.

A defimicichoz tudnunk kell, mit értunk ket vektor altal bezart szogon.

Két vektor altal bezart a szog: 0" <a < 180°

A két vektort kozos kezdopontba rajzolva
cgy nagyobb ¢s cgy kisebb szig korul
vilaszthatunk. Az a megdllapodis, hogy
mindig a kiscbhik szoget tekinyik a két
vektor dltal bezart szognek.

Ha a bezirt szog 0° vagy 180°, akkor a vektorok piarhuzamosak: 0° esetén egyiranyuak, 180° esetén
ellentétes iranyuak.

Most mir készen alunk a skaldrszorzat megfogalmazasara.

Definiciéo: Az a ¢é b vektorok skalarszorzatin azt az ab-vel jelolt szamot értjik, amelyre ab
— l ai lblmau. ahol a a vektorok alial bezart szog.

Az dbran megszerkesztettiik a
skalarszorzatot.

Mostani tudasunk alapjin szokatlan médon
tudnink ezt a szamot Kiszamitani, meg
kellene mérni hozza a vektorok hosszat és a
kozbezdrt szoget, hiszen a vektorokat eddig
dbrajukkal adiuk meg. A konkrél
kiszimilasi modot a vektorok koordindtds
alakjanak 1smertetése utdn tanuljuk.

|
}
!
!
L.

ab-cos(a)
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irszorzatot ab-vel jeloljik.
Ha nem okoz félreertés, gyakran az acb skaldrszorzatot ab-vel jelol)

- 5 )
A skaldrszorzat geometriai jelentése :
i or az e ~vel jelolt egyik vektor
Tekintsuk azt a specidlis esetet, amikor az e vel jelolt egy : _I
séovek . I o
egységvektor: | —
!
——

amely az a vektor e-re vetl

;rl::lu I ¢ | -Cost= |:l I COSU=X, ) hs
elojeles merdleges  vetiiletének eldjeles hossza (negativ, ha o
megszerkeszieni,  akkor  egyey

szeretneénk .
[b [ -szeresét kell

:Iathcm(I skaldrszorzatot !
ckkor az x vetilet

Ha az ab
parhuzamos,

az ¢ cgységvektor  b-vel
megszerkeszteni:

arb= ae( ] b | )= at| o !hi ‘('l )-COSU= ’ a , . , h! costt = x- l h‘

b. ckkor: a-a=|a| |a|cne.[a.a)= fal" . Ennck az alabbi lemmaban

Erdekes specidlis eset, ha a =
Kimondott fontos kovetkezmenye van.
Lemma: Az ara skalirszorzatra a=a>0, ha a#0, & ara=0 akkor ¢és csak akkor, ha a=0.

A lemmiban megtogalmazott tulagdonsagot igy is mondjik: a skaldrszorzat pozitiv definit. Tovibb

érdekes specialis eseteket kapunk, ha valaszolunk az alibbi kérdésekre

Feladatok: Sziamitsa ki az arb skalarszorzatot, az alibbi esetekben:

syl idir
b.) a=b csla|=|b|=l

A skaldrszorzat tulajdonsigai

A skalarszorzat tényezbi feleserélheték, vagyis €érvényes, hogy a-b=b-a. Ha mivelet lenne a
skalarszorzat, akkor ezt a tulajdonsdgot kommutativ-nak neveznénk. Mivel a skalirszorzat ,.csak™
fuggveny, ez¢rt az erre az esetre haszndlatos szakszot haszniljuk: szimmetrikus. Ez a tulajdonsdg a
definici6 kozvetlen kovetkezménye, hiszen

a-b:[a| |b,cusm |b| |a| cost=b-a
A skaldrszorzat nem asszociativ: (ab)-c2a-(bec). ugyanis a baloldalon ¢ vektor szimszorosa, a jobb
oldalon pedig az a vektor szamszorosa dll. A baloldal tehat ¢-vel, a jobboldal pedig a-val parhuzamos
vektor, fgy dlalaban nem egyenlok.
Feladat: Hatdrozza meg, mely speciialis eset(ek)ben lehet 1gaz az (a‘b)-c=a-(b-¢) cgyenloség?
Ha a skaldrszorzat szimszorosit tekinyik, akkor a kovetkezo tehesal: A (a*b)=(Aa)-b=a-(Ab).
Nyilvanvalé, ha A=0, akkor az azonossag fenndll. Tovabbd a szimmetria miau clegendd a A
(ab)=(Aa)-b azonossag bizonyitdsa, Ez a tulajdonsig az un. homogén tulajdonsag.

Haha A >0, akkor a
BALOLDAL: A (a-b)=4 (| a| | b|cosa)
JOBBOLDAL: (ka)}b= (|4 al [blcosa=a (|a] |b]cosc)
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Ha A<0, akkor A=(-1) |JL . emiaut clegendd a A= (-1) eset targyaldsa:
BALOLDAL: (-1xa'b) = (-1)|a]| |b| cosa
JOBBOLDAL: (-1a)-b=|(-1) a| |blcos(180-ay=(-1) | a| | b cosa

A skaldrszorzat az Osszeaddsra nézve linedris: a-(b+c)=a-b+arc (Ez a7z clnevezés 1s a figgveny
lajdonsdg hangsulyozasabol fakad: disztributivnak neveznénk. ha mivelet lenne a skalarszorzat )
Ezt a kovetkezOképpen lehet bizonyitani. Mivel minden a vektorra ha e || a, akkor a=A-e. Tehdt az

a'(b+c)=ab+a-c Osszefiggds helyett elegendo a
e{b+c)=eb+ec beldtisa, ugyanis
¢ (b+c)=e-b+e-c /A

A-e(b+c)=(Ae)yb+(le)c amibdl:  a(b+c¢)=ab+ac

A e+ (b+c)=e-b+e-c egyenloséget a skaldrszorzat geometriai
Jelentése alapyin bizonyitjuk: Az dbrar6l leolvashat6. hogy

az e:(b+c) skalirszorzat, ami nem mds, mint az a+b vektor | &b )ﬁ. & o
7S i le ST 11 . : l
e-re vett merdleges vetilete, egyenlé az a b vektor | =

merdleges vetiiletének és a ¢ vektor meréleges vetiiletének e«(b+c)
osszegével, vagyis skalarszorzataik osszegével: e-b+e-c.

Fontossiga miatt a merélegesség kritériumat a kovetkezo tételben fogalmaztuk meg. Az cukhideszi
terekrol sz616 fejezetben ezt a tulajdonsagot fogjuk majd az dltalinos vektorok merolegességének
jellemzésére hasznalni.

Tétel: Két vektor skalirszorzata akkor és csak akkor 0, ha a vektorok merdlegesek. Képlettel:

ab=0 < alb

Bizonyitis: Elészor azt bizonyitjuk, ha ab=0 akkor alb: Halalz0 é&s|bl#0. akkor
|§_ |. |b| «cos(a,b)=0 csak ugy teljesiilhet, ha cos(a.b)=0 = (a,b);£=90° vagy (a.b),£=270°. Mivel a
megallapodas szerint a kisebb szoget tekintjiik, ezért a két vektor 90°-os szoget zir be. Ha valamelyik
vektor nullvektor, akkor a skaldrszorzat is nulla. Mivel nullvekior irdnya tetszoleges, igy a
merolegesscg teljestil.

Misodjéra azt bizonyitjuk, ha alb akkor ab=0. Ez a definiciobol azonnal adédik:
lal-|b|-cos 90°=|al-] hf.() =0. (A két vektor merdlegessége teljesiilhet gy is, hogy valamelyikiik
nullvektor. A bizonyitds erre az esetre is érvényes.)

Osszefoglaljuk a skaldrszorzat tulajdonsdgait:

Az a és b vektorok skaldrszorzata fiiggvény:
a-b:|a' |blcosa

Tulajdonsédgok:
1. pozitiv definit: a-a 20, a-a =0« a =0
2. szimmetrikus: asbh =b- a
3. homogén: A (a'b) >= (Aa)-b
4. linedris: a«(b+c)=a‘b+a-c
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4.3.3 Vektorialis szorzat

A szorzat s6val kapesolatos fuggvények koziil egyedil ¢z miivelet, mert két vektorhoz rendel egy
harmadik vektort. Szokds kereszt szorzatnak is nevezni, angolul cross product a neve.

A detiniciohoz szikkség van az un. jobbrendszer fogalméra. Az dbran példaul az a, b, ¢,
paronként merdleges vektorok jobbrendszert alkotnak. Ha az a vektort a jobb keziink

hiivelyk-.a b vektort mutaté-, az ¢ vektort pedig kozépsd ujjunkkal tudjuk modellezni,
akkor a vektorok Gn.jobbrendszert alkotnak.

A matematika nyelvén kicsit bonyolultabb a jobbrendszer megfogalmazasa.

Definicié: Az a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak, ha kizos kezdopontbél abrazolva 6ket az ¢
vektor irdnyabol nézve az a vektort m-nél kisebb szogl pozitiv (az oramutaté jardsdval
ellentétes) irdnyu forgatas vigye at a b vektor irdnyiba.

Most mar meg tudjuk fogalmazni a vektoridlis szorzat definicigjat.
Definicié: Az a, b vektorok vektoridlis szorzatdn azt az axb-vel jelolt vektort értjik, amelyre:

1. |axb |=]al-|b] sinab)s e

2. Az axb vektor iranya mind a-ra, mind b-re meréleges, ¢s veliik jobbrendszert
alkot.

Ha az e vektor az axb vektor irdnydval egyeszo iranyd egységvektor, akkor az axb vektor definicidja
a kovetkezo6 képlettel is megadhato:

Definicié: Az a, b vektorok vektonidlis szorzatin azt az axb-vel jeloh vekiort értjik, amelyre:
axb =| a | . | h| sin(ab) -e, nhnlfc‘ =1, ale,ble és ab,e jobbrendszert alkotnak.

‘A vektorialis szorzat geometriai jelentése

Az dbran a kék paralelogramma magassiga m, 0

amelyre: m:]b|-sina. A paralelogramma egyik axch e
alapja: |a|. Ezért a vektoridlis szorzat geometriai b f
jelentése az a és a b vektorok dlal kifeszitett el m ,“'
paralelogramma tertilete. o /7

3>/

laxb |=|al b | sinai=teriilet = (alap-magassig)

Néhdny fontos vektoridlis szorzat Kiszimitasihoz tekintsik az dbran lithaté, paronként egymasra
merdleges, jobbrendszert alkotd i, j, k egységvektorokat.

60

Scanned by CamScanner
- d



Feladat: A definicié alapjan szimitsa ki a kivet kez6 vektoniahis szorzatokat: k
ixi, jxj. kxk, ixj, kxi
Megoldas minta:

ixi=i]-[il sin0e =0
k== |_| | !kl SIN90" -e= 1-1-1- e =i, hiszen ij.k jobbrendszert alkot,czért e=i
Gyakorlasképpen adja meg az alabbi vektoridlis szorzatokat is.
Feladatok: Mclyik vektorral egyenlok a kovetkezo vektorok: i, ko, i k?
A vektonidlis szorzat wlaydonsdgai kizil fontos a definiciobol kozvetleniil adodé egyik szokatlan
tulajdonsag: axb= -bxa. Ez az tiin. antikommutativ tulagdonsig. Ez a jobbrendszer ko etelmenychol
fakad.
A szokasos tulajdonsagokat vizsgilva az asszociativitds sem teljesil: (axb)xczax(bxc)

A vekondhs  szorzat  disztributiv. - az  6sszeaddsra  nézve  (arb)xe=(axe)+(bxe) ¢
ax(b+c)=(axb}+(axc). Két szabdlyra a kommutativitds hidnya miatt van szilkség.

A vektoriailis szorzat tulajdonsiagai
axb =| a | |b| -sin(a,b) -e
1. antikommutativ: axb= -bxa
2. nem asszociativ: (axb)xc#(axb)xc
3. diszubutiv:
2.a.) (a+b)xc=(axc)+(bxc)
2.b.) ax(b+c)=(axb)+(axc)

Lauuk, hogy a skalarszorzat akkor ¢s csak akkor nulla, ha a vektorok merolegesek. A vektoridhs
szorzatra is megfogalmazhato, milyen tulajdonsagu vektorok esetén lesz nulla a szorzat,

Tétel: Az a & b vektorok vektoridhs szorzata akkor és csak akkor a nullvektor, ha a vektorok
parhuzamosak.

Képletben: axb=0¢=>a || b

Bizonyitas: Elészor azt bizonyitjuk, ha a I|b akkor axb=0 Ha a két vektor egymassal parhuzamos,
akkor a bezdrt szog 0 vagy &, ¢és igy a sin(a,b)=0, tehdt axb=0. Masodszor azt bizonyitjuk, ha axb=0,
akkor a|lb. Az axb= |ar— I b| sin(a,b) - e szorzat akkor és csak akkor nulla, ha vagy sin(a,b)=0, vagy
egyik vektor nullvektor. Ha sin(a.b)=0, akkor a bezart sz0g =0 vagy n. Ekkor a két vektor
parhuzamos. A madsik eset, hogy a vagy b legalibb egyike nullvektor. Nullvektor irénya tetszoleges,
igy a parhuzamosséag fennéll.

A skaldrszorzattal ellentétben, a vektoridhs szorzatot nem fogjuk altalinositam az dltalanos vektorok
korében, mivel nincsen praktikus alkalmazasa.

4.3.4 Vegyes szorzat

Ahogyan a fenti szorzatokat is, a gyakorlati alkalmazisokban gyakran haszniljdk az in. vegyes
szorzatol. Az elnevezést az indokolja, hogy mind a skaldrszorzat, mind a vektonidhis szorzat szerepel a
definicioban.
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Definicié: Az (ax b ) -¢ valds szamot az a. b, ¢, vektorok vegyes szorzatanak nevezziik,

Az eddigi definiciokat fethasmilva: (a x b ) e= [al-[b-sina el cos. Az a & a b vektorok gy
bezart sz0g «, az a x b és ¢ vektorok dltal bezart szog p.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy (axb ) ¢c=a- (b x¢)

A vegyes szorzat geometriai jelentése

Tekintsuk az a, b, ¢ vektorok dltal kifeszitett
paralelepipedont  (oldallapjai - parhozamos
paralelogrammadk, a test a paralelogramma
térbeli  megleleloje). A paralelepipedon
alapja az a & a b vektorok altal
meghatarozott paralelogramma (kek
szinnel). Az e vektor legyen a x b-vel
parhuzamos cgységvektor, tehat meroleges
az a¢s a b vektorok sikjara.

n

A ¢ vektor végpontjabol az e-re allitott merSleges szakasz szaggatott. A kozepiskola tanulmanyokbdl
ismert, hogy a hasab térfogata az alapterilet szorozva a hasib magassigival. Az a, b, ¢ vektorok altal
meghatdrozott hasdb magassaga a ¢ vektornak az a x b vektorra eso meroleges vetiilete, melyet m betu
jelal az abran.

Ezekkel a jelolésekkel: alapteriilet
(axb) ¢ = ( laxbl ) ¢=(|al- |b| -sina) e -¢ = alapteriilet - magassag= eldjeles térfogat

¢ vektor a x b-re esé elojeles merdleges vetiilete=m

Az eldjel audl fiiggden + vagy -. hogy a ¢ vektor ugyanabba a térfélbe mutat-e, mint az a x b vektor.
Ezzel bizonyitottuk az alabbi tételt.

Tétel: Az ab. ¢ vektorok vegyes szorzatinak geometriai jelentése a vektorok dltal meghatdrozott
paralelepipedon eléjeles térfogata.

4.4 Vektorok matrixos (koordinatas) felirasa

Az ¢ fejezetben ismertetett tudnivalék nagy része a kozépiskolaban tanult koordinata rendszer
fogalmdra is alapozhat6. A tovibbi linearis algebrai tanulminyok miatt azonban fontos, hogy a
koordindta fogalmat altalinosan vezessiik be. E bevezetéshez szitkségesek az un. felbontasi tételek,
melynek alapjan a koordinatizis elvégezhetd. A késobbi fejezetek megértését megkonnyiti, ha a
vektorok dltaldnositdsdhoz sziikséges fogalmakat is mdr itt megtanuljuk. Ezek a fogalmak: bazis,
linedris fiiggoség, linedris fiiggetlenség. A fejezet tovabbi részeiben a koordindta fogalmanak
felhasznaldsdval végignézziik, miképpen szamithato ki vektorok Gsszege, szamszorosa, skalarszorzata,
vektoridlis szorzata és vegyes szorzala.
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