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2. Linedris (els6fokii) egyenletrendszerek

2.1 Bevezetés

E fejezetben a linedris algebra egy alapvetd eszkozét mddslcret Teg- Ez a linedris C8yenletrend g, o
megolddsara hasznilatos Gauss elimindcié (Gauss k:kusfdulltS). és lannak méikrsqisa. 2 Gayg,
Jordan eliminacié. A gyakorlatban meglepéen sok probléma fogalmazhaié meg a linedris vy
nyelvén, és ezek sokszor éppen linedris egyenletrendszerckre vezetnek.

Példak az alkalmazisokra:

Az ¢ls8 alkaimazds Gauss csillaghszati szimitdsa volt. Ezen kivul @lljon i még ncéhany példa a sokbol. hogy o 2yahtiarhen -
raldliorbatunk cgyenletrendszereh megolddsival.

i j ndszerekkel lehet modellezni.
Kirchofl tirvényei alapjin az elektromos Sdramkdriket egycnletre : ‘
Csoméponn 1irveny . Egveatramit korokndl birmely csomépontha befoly ¢ dramerdsségek algebrai osszege rérus.
Hurohtorvény. Az egyendrami dramkorben bidrmrely zért horoknal 2 fesziiltségesések Osszepe megegyezik 3 hanokban levi

feszuliségenek (pomosabban clektromatoros ensknck ) ar dsszegével

Az alibbt sramkorben 1, és 1, az egyes hurkokban folyd dramerbsséget. U, és U, pedig az elektromotoros erin jelenti

R3=6Q Az egyes hurkoknak megfeleld egyvenletck

Up=10V U;=6V 6Gi-ia) -10+ 4, =0
101+ 6 +6(13-1;) =0

‘ i ‘/ID _‘_.-. Ebbéi:
e 1 '/) + 101,- 6; =10

65:- lﬁi: = 6
L L Ezek alapjén i,= 1 A, 1,=0 A
Ry=4Q R.=10Q

Kozgazdassgi modellek: Noha 2 valdsaghan a gazdasig rengeteg tényez6bdl tevidik Ossze, tobb szdz 1smeretlen mennyisép 1obh wis
ceyenlethben megfogalmazott kapesolatairdl van szd, megis a lényeg megragadhaté ebben az alibbi, egyszert probléma megfogalmazisites

Tegyuk fel. hogy » gazdassg a kovetkezb szektorokbol §1i: szolgilatds, energia, nyersanyag eldallitss. Egy év alatt az1 figyeléh meg. hogy
| egységnvi szolgihatashoz (0 25 egysegnys sajdt terméket, 0.3 egységnyi energidl, és 0.3 egységnyi nyersanyagot haszndical fet
 egységny: energia elodllitisihoz 0 4 egységnyi szolgdltatds, 0.2 egységnyi energia és 0.5 egységny myersanyag szikséges

I egységnyi nyersanyag elodllitisa pedig 0.35 egységnyr szotpdltadst, 0. egységnyi energidt, és 0.2 egvségnyi (egyéd)
nyersanyagot igényel.

M::unyu kell termeini az cgyes szektorokban, hogy egyensily legyen. vagyis, hogy minden szektor elegendd forrdssal rendeikend’
Téelezzik fet, hogy a modell zért: mncsen egyveb fomds és a rendszerbdl nem tavozik el termék.

Megoldis,

Legyen s a szolgdliatisok mennyisége, ¢ az crergiatermeles mennyisége, és a az elbdllitont nyersanyagok mennyisége Mivd
a rendszer zant, azén az cgyensilyt az alabbi linedris egyenletrendszer irja le:

0255+ 03¢+ 03n=¢
04s + 02 +05n=¢
0355+ 05¢+02n = n

Soronkém a2 egyes szektorokat &k le az egyenietek. Ha oszloponként énelmezziik, akkor pl. a szolgihatisob 25%3 s 4
szolgaltatisha, 40% -2 az energia iparha, 35% 4 a Ryersanyag elddllitdsba framiik.

E2ca iincdris modell csak egyseerisiten viftazata a 'ubblajta esctre akualzalhatd ieljes modelinek, amut alkowyirol Leontiel '

nevench el

__..v-"""-
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Kémini egyenieick:
Armekor 2 propingdr (CHe) etép. uz oxigénnel (O} aéadioudot (CO alkot éx még viz (H:0) is keletkezik,
V epyséynyt seéndioxid €5

7 Hany egyséanyi

agmennyiségeket. Hiny

¥, y. 7. v jelenub az rg}-é\ uny
: Eeit propin elégerésehor

viz keletkezih 1smert Mennyts
oxtzén haszaslodik ef az égés sordn?

A folvamatot Jeird sémac

(O He v —:C0~vHO

Az egyenleteket nultara redukaiva:

Megoldds:

' : (C. H.0) meunyiség ardnyokru:
3 (‘ k 3x -7 =() (C atomokra}
"3: :": :H :!!g::?*f:; §x  -2v=0 (H aromokra)
2901 ¢ -Re-v= tomoksa
Ay=224v {0 atomokra 2y 22-v=0 {O atomokra)

Az cgyenletrendszer

a megolddsi modszert.
k bevezelése

E fejezetben leirjuk € megmagyardzzuk magdt
megolddsdnak 1étezésére, és a megolddsok szdmdra vonatkozé ismeretekre a vektorterce
utdn a 6.6 fejezetben még egyszer visszatérink.

egfeleléen) lincdris cgycnletckbéi _4ll. Egy

Definicié: A linedris egyenletrendszer (nevénck m )
16 ismeretienek Jegfeljebb €

egyenletet lincdrisnak neveziink, ha a bennc szerep

srerepelnek.
A linesris egyenletrendszer ltalinos alakja: Példa:

=h, X+ 26+ 3+ 4,\’4:5

6x,+ Txa+ 8xit+ Oxy= 10
[1x+12x+ 13x3+14xy =15
16x;+1 Txa+ 18x3+1 Oxy= 20

apxy+a Xzt apx. . dmXa
a2 Xp+@0X1+ A23X3...A20kn =h
as X+t d3Xi...aita "-—'b;

Am1 X1 Fam2 02+ Am3Xa. .. dpntn™ b

at egyiitthatéknak, a b; szamokat

Az x;-vel jelolt mennyiségek az ismeretlenek. Az ap szdmok :
cretlenck szdma és az egyenletek

konstansoknak nevezziik. Az cgyenletrendszerben szerepld ism
szdma Ichet kilonbozo, de lehet egyenld is.

Az egyenletrendszer megolddsinak nevezziik azokat az (x,. X2, X3, -
elemcit az egyes egyenletekbe behelyettesitve azok jobb és bal oldala egyenld.

meretlen és hany egyenlet van, nem mérvadé. Az aldbbi egyenletrendszer négy

Az, hogy hany is
egyenletbdl, hirom ismeretlenbé! dll, a mellette 1évé pedig hdrom ismeretlenbél €s hiarom cayenletbol.
ryenlet

Ezen utébbi nyilvinvaldan nem tartalmaz t6bb informéciét, mint az clézd, hiszen a 3. ésa 4. eg
egymés szdmszorosa, ezért megolddsaik is ugyanazok:

4x- 2y+2z=6 4x-
4x+ y- =3 2y42z=06
3X+3}'+ 4+ y-
. 32=18 ;;'_:3
Az egyenletrendszer alakjat szemléltethetjik sematikusan, ahogyan az egyenletrendszer melletti dbra

mutatja. Ez a geometriai illusztracio scgftségiinkre lehet az elméleti részek megértéséhez. Fontos a

négyzet, amikor minden egyenletben minden ismeretlen szerepel:

4x- 2y+ 2z = 6 | 4x- 2y+ 2z|=
de+ y -z = 3 |4+ y -Z
Ax+3y+ 32 8 3x+3y+ 3z)= {1

It
1]

O L N
I}

1sé hatvdnyon

.. X,) szdm n-eseket, amelyck :

9 x | '
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Téglalapot akkor rajzolunk. ha az egyenletek ¢és az iwmeretlenck szima nem egyentd:

4 2wzl =16
i - dyv- 2v42z +w|=| 6
4+ ¥y zf=13 . , s 3
~ -~ 3 = E2% V- < 1=
Av+avt 3z = IR ‘1+1 + Sy} 18 =
+ v+ =16 SPHIPE 0 '

b.) eset
a.) esel )

il

Ezek az cevenletrendszerck dlaliban bonyolultnak tinnek. Néhany esetben azonh

AN A megolds
megkeresése egyszer.

Példa: 9y = .2 =1-2
3y3r = 3 =13 = —
x-y2 = |} =p 1

Mire hasonlit ez az alak? Szembeszoko, hogy Iépesds alaki, ezért foy is nevezziik: Iépesis
egyenletrendszer. A megoldis szinte magatol adodik: az 1. egyenletbdl z=-1. A z ériékét a kivetkezo
cgyenlethe behelyettesitve Kapjuk: 3v+(-3)(-1)=3. amibaol y=0. A harmadik cgyenletbe behelyettesitye
4 mar Kiszamitott v &z éntékeket, a 21-0-1=1 cgyenlethez jutunk, amibdl a=1. Az x=|. y=0, =-|
szidmhirmas  az  egyenletrendszer egyvetlen megoldisa, A Iépesés  alak geometriai - sémdjit
hiaromsziggel jeloljuk, ha ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen.

A Gauss climindcionak az a célja. hogy ekvivalens 1
hozzon letre. Ha ez sikenil, akkor az elébbi mint
matematikai szempontbal a fenti 1épesés al
megoldasndl ezen utobbi, | forditot™ Iépeso

alakitdsokkal 1épcsés alaki cgyenletrendszernt
dra a megoldds konnyen megkereshetd. Noha
ak ugyanolyan médszerrel IétrehozhatS, mint az alibbi, a
s alakra téreksziink:

X-Y+7

H

e Ennek a | forditottsdgnak™ csupin az idok sordn kialakult
szokds az oka. A késébbickben az clsének mutatott 1épesos
alak is szerephez jut majd.

11

A Iépesods alakban dltaldban tehdt az elsé egyenletben
szerepel, a masodikban a masodik ismeretlen szerepel, a
harmadik ismeretlen szerepel, az elsé és
harmadik, a mdsodikbal a masodik,
clofordulhat, hogy az clsé egyenletbé] i

az elsé ismeretlen (és legtobbszor a tobbi is)
7 €lso biztosan nem, a harmadik cgyenletbena
mdsodik pedig biztosan nem. Ezént a harmadik egyenletbdl a
az clsébol az elso ismeretien kiszamithaté. Természetesen
s hidnyzik valamelyik ismeretlen,

et
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2.2 Példa Gauss elimingciéra

Az alibbi peldin megmutatuk, miként viheté végbe a Gauss elimin;&cic'?‘ hugyap tudjuk a mésodik
cgyenletbol az clsének felsorolt, a harmadik egyenletbol a masodiknak felsorolt ismeretlent
kikiiszobolni

ax- 2y+ 27=6 A megolddsban lényegében a Gauss elimindcio Iépéseit kbvgljiik. Elsé

Wff?}z Iépésként olyan els6 egyenletet szeretnénk, amiben az elsé lsmf:rctlen

Ix+3y+3z=18 egytthatdja 1, ugyanis ennek segitségével konnyen tudjuk majd az x
villtozot kikiiszobo Ini.

Mivel az utolsé egyenlet 3-mal osztva igen egyszert alakot olt, itt hozzuk létre ezt az egyitthatdt:
3x43y43z=18 ~ x+vir=6. Fztaz cgyenletet elsonek irva a kovetkezo egyenletrendszerhez jutunk:

x+ .‘:‘" X+y4=6 -, _(-4,[—4_‘9—4:'.:;24) }1 -6y-2z=-18
% 3 “:; 4x-2y427=6 1

- 242z = . e p

B v vy QY= A= £
Bk e — :

Az els6 egyenletben szereplé x ismeretlen egyutthatdja 1, ezért ennek segitségével ezt az x ismeretient
a 1obbi egyenletbol egyszerre kikuszobotjik gy, hogy az elsé egyenlet -4-szeresét hozziadjuk a
misodik ¢ harmadik egyenlethez, ahogyan az a jobboldali keretben lithato.
A megoldisokban a zaréjelbe tettiik azokat az egyenleteket, melyeket nem
jelolést késdbb megmutatjuk.

Ugyanczt a gondolatot az y ismeretlenre alkalmazva az ) misodik egyenletet osztjuk (-2)-vel, és ezt
hozzaadjuk a harmadik egyenlethez. fgy az i) harmadik e

gyenletbdl kikiiszoboljiik az y ismeretlent.
6y-2:=-18 /22— (3v+ :—_—t))} ,

Létrejott a lépcsds
Az utolsé egyenletbol z=3. Ezt behelyettesitve az utolsé eléttibe: y=2. A mar kiszdmolt y és 7 értékeket
behelyettesitve az elsé egyenictbe: x=1. Az egyetien megoldas: (1,2,3),
Azt az egyenletet, amelyiknek segitségével a t6bbibol kikuszoboljuk az egyik ismeretlent, nem
szoktuk leirni. A fenti szdmolishoz elegendo az alabbiakat rogziteni. A kikiiszobolés soron kivetkezd
Iépésében részivevé egyenlet mellé irtuk, hogy melyik egyenlet (e) hanyszorosét adjuk hozz4:

szokds leirm. A roviditett

TR 1}
L T
o

4x-2y+ 27=6 X+ y+ z=6 | x+y+z=6 X+  y+ 2=6
4x+y- z=3 | 4x-2y+ 2z=6 /+(-4).l.e |, -6y-2z=-18 L4 -6y-2z=-18
3x+ 3y+3z=18 Ax+y- z2=3 /4(4)le -3y-52=-21/+(-112)*2*1] ¢ -4z=-12

A 2.3 fejezetben o2t a lefrdsi modot még tovébb roviditjiik,

A hirom ismeretlenes egyenletek szemléltetése 2 térben Ichetséges. A
koordindtatengelyekhez egy mindkettre meroleges koordindtatengely
z énékei. Ha valéban a térben dbrizolndnk az cgyes linedris eg
minden egyenletnek egy sik felelne meg (ezt a 4. fejezetbe
parhuzamos, vagy egy egyenesben metszi egymast. Ha pérhu
pontjuk, és czért a kiinduldsi egyenletcknek sincsen megol

szokdsos  x,y
t képzeliink, ezen vehetdk fel a
yenleteknek megfeleld pontokat,
n be is bizonyitjuk). Ké sik vagy
zamosak a sikok, akkor nincsen kizes
ddsa, az egyenletrendszer ellentmondist
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tartalmaz. Példaul, ha a fenti egyenletrendszerben a 3. egyenlet maradpa 3x+3y+37=18, de g 4,
ceyenlet x+y+2=6 helyett v+y+2=4 lenne. akkor az egyenletrendszernek nem lenne megoldisa, ezen
ket egyenlet képe két parhuzamos sik leame.

Ha a sikok paronként nem parhuzamosak, és olyan egyenesckben metszik cgymast, melyeknek van
kozis metszéspontja, ennck az egyetlen metszéspontnak a koordindldi adjak a megolddst.

Az alabbi, perspektivikus dbrén az ¢l6z6 példdban szereplo egyenleteknek megfeleld sikok lathaick. A
megoldds az a pont, amelyik mindegyik sikon rajta van (az dbrin az (1,2.3) pont).

Lehet olyan eset is, hogy a paronkénti metsz6 egyenes minden pdr esetén ugyanaz, ekkor végtelen sok
megoldds van.

12
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2.3 Gauss e’limimicié

A Gauss elimindcio ni!;a togy 4z adott-egyenletrends zerbdi (.ulahb balra) e!wwak‘ns .xta!nknﬂqokud-
“egy lépesds alakii cgyenletrendszert, vagy roviden Iépeshs alakot (alibh jobbra) Imzmnk lurc

A kiinduldsi egyenletrendszer: : * Fkvivalens dtalukitds utdni lépesds alak:
AnTEaRiet @ dink, =b ! QX+ Q20+ At At =P
anXytanXyt ant...ant =b @202+ 0oL, Aot =P
GuXpHaxt anva.. . dinl, :b-‘ Tyaxzt... @ 13X, =ﬁ1
“ml-rl‘"ﬂm}ﬁ‘*‘ Am3X3.. . AynXo=by, . : & wntn :Bm

Definicié: Az egyenletrendszer Iépesds alakjdban az i. egyenlet tartalmazza-az x, ismeretlent, de nem
tartalmazhatia az - x;, X3 X3...x ¢ ismeretleneKet” (Iehetséges, hogy tovabbi - ismeretlencket sem
lartalmaz. de czekel biztosan nem).

A lépcsos alakbdl az utolsé ismeretlen az utolsé egyenletbdl, majd vissﬁl‘glé haladva, az egyes
ismeretlenekert az cm:ycl clébbi cgycnlctckh&il hatdrozzuk meg.

Definicié; Ek'rivalem az’ egyadetrendsmr atalakitdsa, ha az Atalakitis utin  keleikezo
egyenletrendszernek ugyanaf a megalddsa, mint az eredetinek.

Az ckvivalen-; clemi atalakitdasok a kb\rctkemk'

1. “Két egyenlet felcseréicse
2. Adott egyenlet szorzdsa egy fiem nulla val6s szimmal
‘3. -Azegyenletrendszer {nalaklthalé figy, hogy valamely cnyenleté‘nck wﬁmsmrm:il hozzdadjuk

valamely (mis) egyenletéhez

J6llehet elvben birmely két egyeniet mindig felcserclhetd egymassal, a felcserclés (1.) maveletét csak
azokra az egyenletekre alkalmazhatjuk, amelyek még részt vesznek az climindcidban, miskiilénben a

mir kikiiszobolt ismeretienek ,,visszatérhetnek™.

Praktikus okokbdl az ismeretlenek sorrendjét rogzitettnek tekintjik, hiszen ck'kor az. cgyenletben
clfoglalt helyiik alapjin is azonositani tudjuk 8ket. Ez a késcbbickben a méirixos felirisban lesz

lmsmos

A Iépcsds alakol tnbhfdcképpen is étre Ichet hozni. Gauss mddszere azonban rogzitett 1épéseket
tantalmaz.  Fizeket a lépéseket egy algoritmus felépitésével szeretnénk dltaldnosan leirni. Tehit a
fejezet tovibbi részében nemesak a rogzitett Iépéseket, hanem cgy olyan algoritmust is kidolgozunk,
~amelynck alapjdn a lincdris cgyenletrendszert megoldd szamitégépes programok is mikidnek
(azonhan ehhez még mis, numerikus szamitdsi fogdsokat is alkalmazni kell, hogy a szdmitdsi hibakat
a lehetd fegkischbre cs(skkemxuk Ezeket a Numcnkuq madszerek cimi !.irgy tartalmazza). :
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: ' sncsos alak 1étrehozasanak szabalvai koziil . ,
Miclott a modszert ismertetnénk. a Iépesos alak Iétrehozasan: yar koziil 4, elsg i,
részletesen atgondoljuk.
A Gauss eliminicio elsé két 1épése a Iépesos alak Iétrehozasaban:

1. 1épés: megvizsgaljuk, hogy az elsé egyenletben az elsé ismeretlen cgyutthatija pe
Ha nulla, akkor az egyenletek csercjével elérjuk, hogy ne nulla legyen. A ¢ere
mérvado, ugy tekintjik, hogy ez az adott egyenletrendszer.

M nully,
utan) hcl:. 2er

2. Iépes: az elso ismerctlent (az elsé egyenlet kivételével) kikiiszoboljik 4, Osszes |
* P y . 25 pt R (|
egyenletbol gy, hogy az elsé egyenlet (-a,/a,,) — szeresét hozzaadjuk az i. cgyenlethe;

Magyardzat: Az 1. 1épés biztositja, hogy a,#0. A 2. Iépést bontsuk hérom részre-

a.) eloszor képzeljiik el, hogy az (esetleges egyenletesere utdni Gj) elsé sort la,,-

: : . gyel SEOTOZ 74
(vagyis ay,#0-val osztunk). Ekkor x, egvutthatdja | lesz.

b.) Ha most az elsé egyenletet megszorozzuk a,-vel, akkor az elsé ¢

gyenletben Xy f»’g}'ﬂllhaml;,
pontosan egyenlo lesz az 1. egyenletben szerepld x, egyutthatéjaval:

(a |J’ft.h | |,tl,|= dy

¢.) ennek (-1)-szeresét hozzdaadva az i egyenlethez az x, egyutthatGja valoban 0, vagyis ezzel x|
Kikiiszoboltiik az i. egyenletbél

ik +apx; tayx+...+a,x, =b
a.)
(@ +a,x, +a,x, +.. + a,x,=b) /:ay,
a, a
[1; +—x, i A ST :-__I_b
n
a, a, a,, a,, !
b.) ( / -
(a,x $a.r 3 _ i1 e
O Tah Paahtbcbaa = b))
__-_--_-_-_---__-______ ]
a
X + 12 €
| —xX, + 13 4q, I
c.) ( a, ° a3 Lo ==
" a, ap

0+x +( P a
1 G =a, =Ly 4la . D d :
i a, 2 i Xy +...+|a, -a, la x. =b -ﬂ,,*"bl

a, a,

A zar6jelbe tert cgyenleteket azonh s
; onban nem
megoldas leirdsakor. A tovgh; Iépésekben cI?;Jlil:mI;‘c:;gl

yettik marad az eredeti 1. ¢s i. egyenlel &
Jatssza, és az a, alatti elemeket nulldzzuk @i segitségéyol

K Ggy, hogy az i.lépéshen az ay, szerepét d

A részletes algoritmus a kovetkezg

T — e
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Algoritmus: Lépcsos alak kialakitisa Gauss eliminacioval:
G lépés: Legyen =1,

G2. lépes: Vissgaljuk meg: a,=0 ? Ha igen, az cgyenletek cserdjevel ¢njuk el, hogy a,#0. Ha nem, raterink
a 3. Iépésre.

G3. lépés: az i ismeretlent kikiiszoboljiik a k. (k= i+1, i+2, .._.m) egyenletbol tgy. hogy az 1. egyenlet (-
ay/a,) ~ szeresét hozzaadjuk a k. egyenlether.

4. Ha ezdhal a & cgyenlet whbi egyiitthatdja is, és konstans tagja is nulla. az egyenletet
elhagyjuk.

b, Ha eczaltal a k. egyenlet egylitthat6i nulldk, de a konstans tag nem, akkor nyilvan nem lehet
olyan szimokat talalni, amiket behelyettesitve a bal és jobb oldal egyenlo. Ez az egyenlet
cllentmondast tartalmaz. Az ilyen egyenlet ellentmondist tartalmaz, ezért roviden tilos™
egyenletnek nevezziikk. Ekkor az cljirdas befejezodou, az egyenletrendszernek  nincsen
megoldisa.

€. Ha a fenti két eset nem fordul ¢lo, és még van i+1. egyenlet, akkor noveljuk meg i értiekét
cgeyel, ¢s ezzel az 0y i-vel végezzik el rendre a G2., G3. I¢péseket. Ha mincsen miir 1obb
cgyenlet, akkor az eljaras véget ¢, a 1épesos alak 1étrejout.

Magyardzat: Fontos a fenti eljrdsban, hogy az elsé egyenlet nem valtozik. Az elsé ismeretlen kikuszobolése a
tobbi cgyenletbdl azt jelenti, hogy azokban az clso ismeretlen egyiitthatéja nulla. A tovibbi Iépésekben czck a
nulla egylitthatok mar nem rontédnak el, hiszen ezen nullik szdmszorosa is nulla, igy nullikat adunk az
chminiacioban még részt vevo egyenletekhez. Az =2 Iépés utan a masodik egyenlet nem viltozik, s a masodik
ismeretlen kikiiszobolésekor kapott nulla egyiitthatok a toviabbi Iépésekben nem viltoznak, fent emlitett ok miatt,
¢s igy tovibb.

Ha csupa nulla sor keletkezeut, akkor az adott egyenlet a tobbi egyenlet szamszorosainak osszegével
adodott, vagyis nem ad 4j informéaciot az ismeretienek kozotti kapesolatrol. A csupa nulla egyitthatéyi
cgyenletekben az ismeretlenek barmely értékkel valoé helyettesitésére 1gaz egyenletet kapunk. Ez az
cgyenlet nem jarul hozza a megoldas megkereséséhez, ezért a csupa nulla egyiitthatéjiu egyenlet
elhagyhato.

Linedris egyenletrendszer megoldasa Gauss eliminiacioval

A Iépesos alakot kialakitjuk a fent leirtak szerint. Ha nem taldltunk ellentmondist tartalmazo
cgyenletet, akkor van megoldds, ¢s a megolddsokat a lépcsds alak vizsgélatival talaljuk meg:

I. Amennyiben a lépesds alakban (és nem az eredeti egyenletrendszerben) szereplo egyenletek
szama egyenldé az ismeretlenck szamdval, m-mel, akkor az m. egyenlethol x,, az m-1,
egyenletbdl az x,, behelyettesitése utdan xg, ), € igy tovabb folytatva, az 1. egyenlethbol a mdr
KiszAmolt X, Xm 1, - .--X3, X2 behelyettesitésével x; kiszamithato.

2. Ha az ismeretlenck szima nagyobb, mint ahdny egyenlet a lépcsds alakban trejott, akkor
végtelen sok megoldds van. A megolddsokat paraméteres alakban adjuk meg. Valahany
ismeretlen szabadon vilaszthatd, ezek a paraméterek. A t6bbi ismeretlent ezekkel a

paraméterekkel adjuk meg.
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Ha az a; nulla lett volna, és ezért mds egyenletre cseréltiik, akkor belithatd, hogy ,

foatlobeli (i. egyenlet, i. ismeretlen, i<m, egy négyzet forma atléja) ismeretlenck Konnyen
kifejezhetok a sorban szereplo tovibbi ismeretlenekkel. Ezért a e Bt ito e [0 Toy nern

Ha az a; nulla lett volna, de nem tudtuk més egyenletre cserélni, akkor mert mair alatta
is nullik szerepeltek, akkor a kiovetkezéképpen lehet eljirni. Abban az egyenletben,
amelyikben az elsé nem nulla ismeretlen az x,, meghatdrozzuk az x, pozicidjat. A pozicié
meghatarozisihoz be kell szamitani a nulla egyiitthatéval szereplo (dltalaban le sem irt
ismeretlenck) egyitthatoit. Ha ez a pozicié az i-dik, akkor ¢z az ismeretlen nem vélaszthaté
szabadon. A szabadon valaszthaté ismeretlenck rogzitése utdn, ezekkel a valtozékkal az utolsé
egyenlethbol kiindulva, visszafelé haladva kifejezziik a nem szabadon vilaszthatGkat. Az igy
kapott paraméteres kifejezések adjik az egyenletrendszer megoldasait

Egy végtelen sok megolddssal rendelkezd egyenletrendszer altaliban tobbféleképpen is
parameterezhetd, nemcesak a fent leirt médon, de az itt javasolt médszer mindig célravezeto.
Az 1. esetre mar adwnk példat a 2.2, fejezetben.
Feladat: Oldja meg tigy a 2.2 fejezet példdjit, hogy szigortan Koveli a fent leirt algoritmust!
A 2. esetet illusztrdlja a kovetkez6 példa.
Példa: Oldjuk meg az alibbi egyenletrendszert:
I 0+ 20+ 3a+ 4u=5
2. 6x+ 7o+ 8u+ 9= 10
3. lx+12x+ 13x+14x= 15
4. l6x+ 170+ 18x3+19x= 20
Az egyenleteket sorszammal ldttuk el. Itt nem a rovidebb leirdssal adjuk meg a megolddst, mivel
célunk az algoritmus Iépéseinek illusztrilasa.

i=1
Gl. Ié 1. egyenletben x, egyiitthatGja nem nulla.

I r+ 20+ 3u+ dy=35
2 6x,+ 7o+ 8u+ 9= 10/+ (-6)* 1. egyenlet
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L g1 20+ 130+ 14y = 1S/4-11) * 1. cgyenlet
4 1o+ 170+ I8 19 = 20/4(-16) * 1. egyenlat

Eredmény:

] O+ 20+ g+ dy= S
2 0 =50 -10x4-15x,=-20
3. O-10x; - 2003 - 301, = -40
4 0-150-300-450,= -60

i=2: GL. lépés: 2. cgyenletben v, egyutthatéja nem nulla

G2. Iépés:

1. V204 3 44y =5

2. 0- 551003 - 150g= -20/:(-5) —» L3y =4
300 0-10x-20x: - 30x, = -40/410%2. (0)) cgyenlet O+ 0+ 0 =0
4. 0-15x-30x5 - 45x,= -60/+15%2. (1)) egvenlet O+ 0+ 0 =0

Ezzel alepesos alak Kialakitasa véget ¢rt, iszen nincsen tobb egyenletunk, a csupa 0 cgyenleteket
toroltuk:

E négyzet foatlojinak elemei N it 2op Inkdg=S5
‘ _ s ) -
nem valaszthatok szabadon Ur2uddn=4

Az cgvenletek szama Kevesebb, mint az ismeretlencké, Az xyismeretlen pozicioja az 1. egyenletben 1,
ezeért az vy nem valaszthato szabadon. Az v ismeretlen pozicidja a 2. egyenletben 2, ezért 1 sem
vilaszthato szabadon (a negyzet format jeloltik, ennek dtlojaban vannak a szobantorgo elemek). Tobb
cgyenlet ninesen, ez¢rt xy ¢s xy szabadon vilaszthatd. Ezekkel a paraméterekkel a tobbi ismeretlen
Kifejezhetd. A lepesos alak miatt az utolsé egyenlettel kezdjuk:

2y =4 -+ = 4-2xy-3xy
U+ 20+ 3u+dy =5 + 0= 5-20-3-4= 5- 2(4-20-30)- 34y =
=5 -8+4u+6x-3xy- du=-3404 20
Az egyenletrendszer altalanos Az dltalinos megoldast gy kell megadni, hogy lathatd
megoldasa: legyen, mely ismeretlenek valaszthatok szabadon. A
= 34+ pr2g foatloban x; €s x; dll, tehdt ezeket tudjuk a tobbi
L= 4-2p-3g ismeretlennel  Kifejezni. Az dltalinos  megoldasban
xi=p, peR lathatjuk a szokdsos felirdst, a p ¢s g valos paraméterck
xi=q, geR bevezetésével.

A két Osszefuiggésnek eleget tevod xy, xp xy x4 szimnégyesek az egyenletrendszer megoldisai. Az
dltalanos megolddst ennél tomorebben nem Iehet leirni. Végtelen sok ilyen szamnégyes van, hiszen
az xy €s x viltozok tetszbleges valGs szamok. Az x, € az x; azonban nem Letszolegesek, ezeket az
elébbick értékébdl ki kell sziamolni, ha szikséges. (Egy megoldis a végtelen sokbdl: legyen pl. x=1,
x=0. Ekkor a tobbi ismeretlen: x,= -2, x;= 2. A szdmnégyes: xy=1, 1=0, 1= -2, ;= 2. Ez a négy szam
tehdt az egyenletrendszer egy megolddsa, az egyenleteknek eleget tesz, de nem az dltalanos
megoldas.)
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A Iépesos alak kialakitdsat rovidebben igy lehetett volna leirni:

X1+ 2%+ 3x3+4x,=5 X1 +2x24+3x3+4x4=5
O6X)+ Txo+ 8x3+ 9x4=10 / (-6)*1.¢ 0+5x>-10x2-15x3=-20
PIGH120+ 13x4+14x5= 1S/ (-11)*Le | 7] 0-10%:-20x3-30x4=-40/+(10/5)*2.e
16X +1 7%+ 18x5+19x5= 20/ (-16)*].e 0-15x2+30x3+45x4= -60/4(15/5)*2.¢
1
X1 +2X243x344x4=5 X1 +2X2+3x34+4x4=5
5x2-10x5-1 S5x4=-20 0+5X3- 10x3-15x4=-20
| 0+0+0+0=0
040+0+0=0

2.4 Gauss elimindcié és algoritmus az egyenletrendszerek egy
matrixos alakjaval

Szdmok tdblizatos elrendezését matrixnak is nevezik. A sorokat, oszlopokat szogletes, vagy
gombolyu  zirdjelbe téve jelezziik, hogy ezt a tdbldzatot mitrixnak értelmezziik. Az
cgyenletrendszerek sokféleképpen irhatok le métrixok segitségével. A tobbi leirdst, és a matrixokkal
kapesolatos tudnivalokat a matrixalgebrardl sz6l6 3. fejezetben ismertetjik.

Az ay szamokbdl, vagyis az x, ismeretlenek egyiitthatéibol alkotott tibldzatos elrendezést a linedris
cgyenletrendszer egyiitthaté méitrixinak nevezziik. Az egyiitthaté matrix utolso oszlopa utan egy
oszlopba beirva a b, konstansokat, kapjuk a linedris cgyenletrendszer kibévitett matrixat.

A linedris egyenletrendszer Az dltalinos alakhoz Az dltalinos alakhoz
altalanos alakja: tartozo egyiitthato tartozo kibovitett matrix:
matrix:
a) X +apot ann. . .apts, =by a, a,a,.a, | B Wy Byyactliz. b -|
ayXi+axXyt ants...dmk, =b; fyy Qo syl ay @y, 0a,,..a,, b,
X1+d3x+ ax...a =b
AnXiTankzy a33hs... At 3 fy; Gy Ayl Gy Gl oty By

A X1 +Am2X2+ AmaXa. . .AmpXe= by,

b

my @y n

a

a,a,..a, /| 14, d,,a

ml

Nézziik meg djra a fenti példdk megoldasait abbol a szempontb6l, hogy a leirdsban az ismeretlenekkel
mi torténik? Lathatjuk, hogy az ismeretleneket képviseld szimbélumokat mindig csak lemdsoltuk,
egyiitthat6ik viltoztak csak. Ez a tény lehetoséget ad egy tdmorebb leirdsra. Ha az ismeretlenek
pozici6jat rogzitjiik, akkor felesleges ezeket az ismeretleneket lépésenként leirni, elegendé a kibdvitett
maétrixon végrehajtani az egyenletekkel elvégzett miveleteket, igy sokkal kevesebbet kell irnunk. lgaz,
figyelmesen kell eljarnunk.
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1 4ea 4 , wfelelo e snletrendszer
Nézruk meg az cgyik példan a Iépesos alak kialakitdsanak, majd az ennek mr.gldc.ln _tgyt:fLITL
felirasanak menetet a matrixos alak segitségével (a nyilak mutatak az egymas utam lépéscket)

4= 2+ 2220 Kibovitet [+ -2 2 6 i 118l paaye
4+ vy =3 |1— +1-13 =5 ; :1 . l_smf ..
3+ _‘_\'+ 3:=18 matrix 33 3 181736 i '
l
a lépcsos
v+yv+ =6 alaknak f 1 1 ¢ 1 1 1 6
-6y -2:=-18 “~ 10 -6—-2-18] © |0 -6 -2 -18
“Az=-12 | megfeleld 0 0 —~d—§2 0 =3 -5-21
cgyenletrendszer

A megoldas menete innen az eredeti megoldassal megegyezik. lgy sokkal rovidebb a megoldas -
leirdsa! A Iépesos alak egyenletrendszerré alakitisa elott még egy Iépest clvégezhetiink a 1épesos
alakban, s utdna itjuk dta megfelelo cgvenletrendszerré:

i icpcm». i . s .
1 a alaknak X+ v+ =6

1 1 6| 1 (-6) |1
0 —6 -2 -18| - ) 1/3 3 - v+ (1/3)z=3
0 4 megfelelo ::3

1
1
- 12) /: (-4) 0 0 1 3 ceyenletrendszer

A Gauss eliminaciot ebben a 16mor, matrixos alakban irjuk le a tovabbiakban.
Gauss elimindcié az egyenletek egy matrixos alakjaban

Lényege, hogy az egyenletrendszerher tartozd - kKibovitett  matrix segitségével  irjuk le az
cgyenletrendszer ekvivalens atalakitdsait.

A cél, hogy a kibévitett matrix bal alsé hidromszoghen csupa nulla elem szerepeljen, ezt a matrix
lépesos alakjdnak nevezziik. Masképpen fogalmazva, a Iépesds alaki matrixban az a, elemek alatt
csak nulla szamok szerepelnek. Az a, elemeket a mitrix féatléjanak nevezzik, A Iépesos alakban a
fodtld  alati elemek nullik. A lepesds  alak  létrehozasa  uidn felirjuk  az  annak megflelelo
cgyenletrendszert, és a megoldas(oka)t a mér ismertetett médon kapjuk.

Példa Iépesos alaki matrixra: 1 1 1 6
E matrix f6atlojaban 4116 elemek: 1. -6, 4. .

: 0 -6 -2-18
A 1Oa@Uo alatti elemek nulldk. 0 0—4 —12

E roviditett leirdsban az eddigickhez képest a kulonbség csak a lépesos alak Iétrehozasdban van, ezérn
csak ennek leirdsdt fogalmazzuk Gjra. Ehhez Szuks€g van az egyenletrendszer ckvivalens
dtalakitdsainak megfelelé matrix dtalakitdsanak szabalyaira.
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Elemi ekvivalens sormiveletek az egyenletrendszer kibévitett matrixara:
A sorok feleseréthetok (egyenletek feleserélhetok).

Sor szorozhaté egy nem nulla valos szammal (egyenlet stalakithaté ugy. hogy szorozzuk cgy

o

nem nulla valos szammal).

3 Sor valos szamszorosa hozzaadhato (masik) sorhoz (az egyenletrendszer dtalakithato ugy.
hogy valamely egyenletének szdmszorosat hozzdadjuk valamely cgyenletehez).

a sorokra alkalmazhatjuk, amelyck még

a 1. miveletet csak azokra
k _visszatérhetnek™

Noha a sorok felcserélhetok, ezt
n a mar kikiiszobolt ismeretlenc

részt vesznek az elimindcioban, madsktlonbe

Lépcsos alak kialakitisa Gauss eliminécioval métrixos alakban:

G1 lépés: Legyen i=1.
nem nulla, akkor az 1. son

1zsgaljuk meg: a,=07 Ha 1gen, sorese
_vel (ezzel a, =1). Ratérunk a 3. lépésre.

m) elemek helyén nullikat hozunk Iétre a sorokban ug

G2. lépés: V rékkel elénuk. hogy a,#0. Ha mar a,

megsi wozeuk 1/ a,
y. hogy az 1. sor (-ag,)

G3. lépés: az a, alat ay, (k= 141, 142,
szeresét hozzaadjuk a k. sorhoz.

Ha czaltal a k. sor nulla, a son clhagyjuk.

d.
dszernck mncsen megoldisa. Az

b, Ha cziltal a k. sor az utols6 clem kivételével nulla, akkor az egyenletren

ilyen sorokat szokas tilos sornak nevezni

Ha a fent két eset nem fordul elo, €s még van i1+ sor.
33 Kpéseket. Ha mincsen mar tobb sor. ak

i-vel véeezziik ¢l rendre a G2, C
Iépesos alak Iétrejott

ben a kivetkezoképpen is megjegyezhetjiik a G
vel a megengedett clem sormuveletek

akkor noveljuk meg 1 énékét egayel, és czzel az u)
kor az eljards véget ért. a

Misképpen és rovideb auss eliminacié lényegét:
et hozunk létre, majd ennek segitségé

A k. lépésben an =1
, alatti elemeket.

alkalmazasaval kinullazzuk™ az ay
trendszereknél meglogalmazott megoldas modszerhez

et hoz Iétre. Az cg)cnlclrcndszcrckné] ¢zt nem

A fenti leirds annyiban ujat ad az egyenle
4k utin a megoldasban evidens, hogy az

képest, hogy a lépcesos alakban a féatlokban egyesck
hangsilyoztuk, hiszen ottt a mar kialakult 1épcsos al
ismeretlenek kiszamitdsihoz ezt az osztast el kell végezm.

Példa olyan egyenletrendszerre melynek nincsen megoldasa

26— dn+ 2x,— 8x,=2 3 ~# 2 -8 2] &
0.5x + 15%,+ 355+ ¢ =1 - 05 15 35 1 | }
x =125, =11y, -16x,=8 | -12 -11 -16 8
l
] =2 1 -4 1 -2 1 =41
/ (-1)* Lsor
0 5 6 1 3 7 2 2
6 I / (-1)* Lsor
0o -10 =12 =12 7 | =12 -11 -16 8
i - : :
{ -2 1 =4 1 A mitrix utolsd sora tilos sor,
: mert a megfelelo egyenlet:
0 5 6 6 1 0x 40,400+ 0x,=9, vagyis
0 0 0 0 9] |< 0 =9 lenne!
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A tilos sornak megfelelo egyenlet ellentmondast tartalmaz. Mivel az egyenletrendszer minden
cgyenletenek eleget tevo szam n-eseket keresiink, ha egy egyenlethes 1lyen nem létezik, akkor az
egyenletrendszernek sincs megoldasa.

Linedris egyenletrendszerek megoldiasa Gauss-Jordan elimindacioval

Gauss-Jordan  elimindcionak  neveszilk  azt  a  megoldasi  madszert,  amelynck  Kiindulds:
cgyenletrendszerén eloszor elvégezzuk a Gauss eliminaciot. Az egyszeruség kedvéert egyenlore
tegyuk fel, hogy a Gauss elimindcioval kapott Iépesds alakban ugyanannyi cgyenlet van, mint
ismeretlen. Ezen a Iépesds egyenletrendszeren elvégezziik Iényegeben még egyszer az ismeretlenck
Kikiszoboléset, de most a Kikuszobolést az utolso egyenlettel kezdjuk. ¢s az utolsonak felsorolt
ismeretlent kuszobolpik ki a felett 1évo egyenletekbol, majd az utolso elo egyenlet segitsegevel az
utolsé elotunek felsorolt ismeretlent kiszoboljuk ki a felette 1évo egyenletekbol, és igy tovabb. Az igy
Kapott alakot redukalt Iépesos alaknak nevezzuk A Kikuszobolés sordn it is ¢sak az elozo fejezetben
megadott elem sormuveletek alkalmazhatok.

A matrixos alakkal mutatiuk meg a médszer Iényeget. A Iépesos alak kialakitasatis ismét leirjuk. majyd

a 2.2 pelda megoldasat folytatjuk a Gauss-Jordan eliminaciéval:

e I -—
jl+ -\.+2::? Kibovitet 4-2 26 1 1 1 6
;"+ ;--_H:‘H b=% *1=2 3 ki 4 =2 2 6| /+(-4)* Lsor
S e matrix 3 3 3181 /36 4 1 =1 3} /4(-4)* L.sor
soresere |
1 1 1 6.9 [t 1 L 6 (1 1 1 6
C —0 -2 — E w10 —6 =2 — 18] ¢ 0 —6-2-18
o 18 GAUSS E. 0 0—4 —12 /:(-4) g =3 =g = J+(-1/2)*
¢ ‘13 1 3Slvige  F = 5 sor
1 1 1 6| JORDAN[L 1 1 6] 7*3sor t 11 3 3| r1ye
0 —6 -2 —18|/:(-6) — e 1 1/3 3 0 o0 1 :;' 2.80r1
0 0 1 3JKEZDETE [0 0 1 31 %3 sor
l
A redukalt Iépesos
x = alaknak : i 0 0 1
y=2 . 0 1 0| 2
o~ e 0 0 1| 3
=3 megfelelo
egyenletrendszer

Amint lithato, a redukdlt Iépesos alakbol a megoldas azonnal adodik.
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g e szerre:
Példa végtelen sok megoldassal rendelkezo eg)enlelrt-ndcm

12345
Y+ 204+ 30+ 4u=35 67 8910 | /+ (-6)*].sor
60+ 7o+ Su+ =10 11 12 13 14 15| /+(-11)*] sor
11,4120+ 1304 14=15 16 17 18 19 201 /4(-16)*1 .s0r

1614170+ 181341914 =20

1 2 i 4 5

4

= -10 -15 -20
-5 -10 —15 -20 0 -5 -1
7 T8 o @ o o —10 =20 =30 —40 | 1+ 105542
o o o0 o0 0l 0 —15 —30 —45 —60J /+(-15/5/%2.g
! I
1234 5] /+ (-2)*2.s0r {1 0 _,}1 “3 _}J
o123 4 : ok
! 1 o|-1 -2 —“]
[1 2 34 5] /+ (-2)*2.s0or . [0 1 2 3 3
01234 / .
E négyzet f6atl6jdnak clemerhez T :12;"')";(']‘22.
tartozok nem vilaszthatok A redukilt Iépesos alak A ’;'2‘
szabadon * e
. = 4-2p-3¢q
A redukalt Iépcsos alaknak ] x3- 204= -3 — u=p. peR
megfelel6 egyenletrendszer: n+2u 3= 4 *| x=q., gq€R

A *-gal jelolt utolsé Iépés mutatja, hogy azokat az ismeretleneket nem vilaszthatyuk szabadon,
amelyek elsé nem nulla cgyutthatja 1, é ez abban a sorszami sorban szerepel, ahdnyadik
ismeretlenrdl van sz6. Ha az eljards sordn nem esik ki foatlobeli elem, akkor a foatlonak megfelelo
ismeretlencket tudjuk a tobbivel kifejezni. A példiban tehdt xi és xy szabadon valaszthatd.

Redukilt lépcséds alak kialakitdsa elimindcidval

Az egyenletrendszer redukilt lépesés alakjaban n db egyenlet van. Ha k<n, akkor a k. egyenletben az x. 0. &
ismeretlenck egyutthatér nullik. Az n. egyenletben xp, xo. ...xyp. x4, ... x,, ismeretlenck egyutthator nullak Ha az
ismeretlenek szdma 1>n, akkor a (obbi ismeretlen egyutthatdja nem feltétlendl nulla.

A kibovitett mitnix redukalt lépcsds alakjiban, ha a sorok szima n, és az oszlopok szima m., akkor n=m esetén a mainx
fodloyiban egyesck allnak, alaita és feletie pedig nulldk. Kulonbozo sor és oszlop szam esctén az ereden k. egyenlet A
poziciGyaban egyes, alatta és feletie nullak allnak.

Kiinduldsi matrix: a Gauss elinunacional leinak szerint kiszimitott lépcsos alakiu matnx.

G) 1. lépés: i= a Iépcsos matnx sorainak széma. Ha a,=0. akkor sorcserékkel megoldjuk. hogy ne nulla legyen. Ha nem
lehet, akkor csokkentjuk -t eggyel. és tyra megnézzuk. Tegyuk fel most hogy a, #0 2

GJ 2. lépés: az a, clemet Va, -gyel valé szorzassal 1-re alakityjuk. Ezeket az egyeseket szoks vezéregyescknek 15 neveZnl.

GJ 3. lépés: az g, feletn ay, (k=1-1,1-2, 1) elemek helyén nullikat hozunk ¢ j )-
" r : . W (=G Gu

szeresét hozzaadjuk a k. sorhoz. CESOROKINS Ugy. NogY # - %

GJ 4. lépés: Ha még van i- 1. sor. akkor csokkentsik i énékét eggyel, és ezzel az Gj i-vel végezziik ¢l rendre 2 G2.. G3. G4

Iépéseket. Ha nincsen mar 10bb sor, akkor az eljirds véget ént. a reduk4l Iépesos alak h‘lrc]nﬁ

e
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Misképpen és rividebben a kivetkezoképpen is megjegyezhetjilk a Gauss-Jordan
elimindcio lényegét:

A k. Iépéshen ayy segitségével a megengedett elemi sormuveletek alkalmazasaval kinullazzuk™ az ay,
alati elemeket, majd az igy kapott lépesos alakban a lehetd legnagyobb & értekevel kezdve gy
segitségével a megengedett clemi sormiveletek alkalmazasaval eloszor a k. sort ay, —oszijuk. az Uy ay
igy 1 lesz. Ennek segitségével  kinullazzuk™ az ay feletti elemeket. Ezt ismételjuk eggyel csokkeno &
¢értekekre, amig k=1 nem lesz.

A megoldas a Gauss-Jordan eliminacioval:
A redukalt lépesés alakot Kialakitjuk a fent leirtak szerint. Ha nem taldltunk ellentmondast tartalmazo
egyenletet, akkor van megoldas, és a megoldasokat a I¢pesos alak vizsgalataval talaljuk meg:
1. Amennyiben a redukalt épesés alakban a sorok szima (nem az eredeti egyenletrendszerben)
egyenld az ismerctlenek szamaval, akkor az ennek megfelelo egyenletrendszer azonnal a
megoldist szolgaltatja.

2. Ha az ismeretlenck szama nagyobb, mint ahdny sor a redukalt a lépesos alakban Iétrejou,
akkor végtelen sok megoldis van. Valahany ismeretlen szabadon vilaszthato, ezck a
paraméterck. A 1obbi ismeretlent ezekkel a paraméterekkel adjuk meg. Az, hogy mely
ismeretlen valaszthaté szabadon, példaul a kovetkezoképpen dontheto el: ha az 1. sorban az
elso nem nulla elem az x,-ismeretlenhez tartozik, akkor ez az ismeretlen nem valaszthatd
szabadon. A megoldast ugy kapjuk, hogy a redukdlt Iépesos  alaknak  megtelelo
cgyenletrendszerben a szabadon valaszthato ismeretlenck megkeresése utan, czckkel az
ismeretlenckkel kifejezzuk a nem szabadon vélaszthatokat. Az fgy kapott paraméteres

kifejezések adjak az egyenletrendszer megoldasait (1d. az egyenletrendszernel lerrtakat).

Egy végtelen sok  megoldassal  rendelkezo  egyenletrendszer  dltaliban  tobbtcleképpen  is
paraméterezheto, nemcsak a fent leirt madon, de az itt javasolt modszer mindig célravezeto.
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