Elmélet:

Relaciok

Binaris relacidk lehetséges tulajdonsagai:

1.Reflexiv, ha (a, a)=R

2.(a) Szimmetrikus, ha (a, b) ER=>(b,a) =R

2.(b) Antiszimmetrikus, ha (a, b)

RésfhalER==ra=1

3. Tranzitiv, ha (&, 0} € Résib,cie s> {ac)eR

Binaris Relaciok

Ekvivalencia Relacio
Reflexiv
Szimmetrikus

Tranzitiv

Rendezési Relacio
Reflexiv
Antiszimmetrikus

Tranzitiv

~

N

Részben rendezett egy H
halmaz, ha rendezési relacié
van megadva H elemein.
Nem biztos, hogy minden
elem minden elemmel
0sszehasonlithatd.

Teljesen rendezett, ha <
reldcié van megadva H-n, és
a<b és b<a koziil legalabb az
egyik teljestl. Barmely 2 elem
Osszehasonlithaté.

Particio: A H halmaz egy olyan részhalamaz-rendszere, amelyre H, N H, = @ &5 UL, H, = H

Tétel: Ha R= HXH ekvivalencia relacio, akkor a H azon részhalmazai, amelyek az egymassal

relacidban allé elemeket tartalmazzak, azok a H halmaz egy particiojat adjak.




: a% &.akkor b-t feljebb rajzolva 6sszekotjiik a-val, de nem kotjiik ssze a

tranzitivitas miatt fenalld parokat.

Ln, ha minden hZ & -ra teljesiil, hogy h=Ln (Ln kiilonbozik h-tol). A

legnagyobb elem minden elemmel 6sszehasonlithaté.

M, ha nincs olyan hZ &, hogy M=h teljesiilne. (Nem biztos, hogy minden

elemmel 6sszehasonlithatd!)

Ik, ha minden h & -ra lk=h (és |k kilénbozik h-tdl). Minden elemmel

o0sszehasonlithato.

m, ha nincs olyan h£H, hogy h=m teljesiilne. Nem biztos, hogy minden

elemmel 6sszehasonlithatd!

A részben rendezett H halmaz valamely H.részhalmazdnak a KEH , (az adott

rendezés és H szerint), ha minden h; € [I,-re by = If teljesdl.

A részben rendezett H halmaz valamely valamely H;részhalmazanak a keH

, (az adott rendezés és H szerint), ha minden .‘ﬂ.f, € Hrek = .'ﬂ.jteljesi,il.

A legnagyobb also korlatot (ha létezik) a legkisebb felsé korlatot pedig (ha
létezik) nevezzik.
Halo:

Definicié (részbenrendezett halmazokkal)
Ha egy részbenrendezett halmaz barmely kételemli részhalmazédnak van szuprémuma és
infimuma, akkor a halmazt halénak nevezzik.

Feladatok:
Dontse el, hogy az alabbi relaciok ekvivalencia relacidk-e!

1. Legyen R relacié, az angol ,abc” betilibdl képzett szavakon olyan, hogy (a,b)e R <
L(a)=L(b), ahol L a szavak hosszat jeldli. (L(x)= a szOveg hossza) (a,beH)

Ekvivalencia relacio
alma=alma
1.reflexiv: (a,a)eR

2.tranzitiv: a:=alma, b:=Béla, c:=Gabi



(a,b)eR és (b,c)eR =(a,c)eR

3.szimmetrikus: L(a)=L(b) < L(b)=L(a)

2. H=(x|x egyenes a sikban)
(a,b)e R ¢ HxH, ha a||b
Reflexivitas: al|a
Tranz.:a||b és al|c = b||c

Szim.: allb = bj|a

3. H=R
(a,b)eR ha a-b € Z-nek
Reflex.: a-a=0 € Z
Szim.:a-be Z=b-aecZ
Tranz.:a-be Zésb-c e Z=a-ce Z
Masképp:
a-beZ
*b-ceZ

a-ceZ tehat igaz.

4.Van 3 jo barat Aladar(A), Béla(B), Cili(B). Nekik az agyuk egy rugéra jar. Ez ekvivalencia
relacio?

Igen. Mert:
A = A Aladarnak egy rugora jar az aga dnmagaval (Reflexiv.)
A = B ebbdl kdvetkezik, hogy B = A (Szimmetrikus)

A = B és B = C akkor A = C tehat mindanyiuk agya egy rugéra jar. (Tranz.)

Ddntslik el a kovetkez6 relaciokrol, hogy rendezési relacidk-e és ha igen akkor
részben vagy rendezett-e a halmaz.



1. (x,y)eR, ha x"2>y"2 HeR
Nem relacié mert nem antiszimmetrikus pl.: (-x,x)eR és (x,-x)eR
2.(x,y)eR, ha 1/x>1/ly H=R\(0)
Teljesen rendezett a relacié mert:
Reflexiv (x,x)eR mert 1/x>1/x
Antiszimetrikus: (X,y) € Rés (Y, X) € Rcsakugy lehethax=y
1/x>1ly és 1/y>1/x =x=y
Tranzitiv: (x,y) € Rés(y,z2) € R= (X,z) € R
1x>1ly és 1/z>1ly  =1/z>1/x
Es teljesen rendezett, mert minden halmazbeli elem 6sszehasonlithaté
3.(x,y)eR ha x oszthaté y-nal H=N (a halmaz a természetes szamok halmaza)
Reflexiv: (x,x)eR igaz, mert x/x=1
Antiszim.: (X,y) € Rés(y,x) € Rcsakugylehethax=y
xly és y/Ix = x=y
Tranzitiv: (x,y) € Rés(y,z2) € R= (x,z2) € R
xly és ylz akkor x/y ez is igaz
és minden elem 6sszehasonlithatd, igy teljesen rendezett a halmaz

4. Egy csaladban, ahol barmely két személynek kilénb6zd napra esik a szlletésnapja,
tekintjik azt a relaciot, mely szerint x személy relacioban all y személlyel, ha x nem idésebb
y-nal. Milyen relaci6 ez? (Ha rendezés, akkor teljes rendezés-e ez a relacié?)

Hasse-diagramm:

5. Adott a haromelemii G halmaz, melynek hatvanyhalmaza (azaz 6sszes részhalmazanak halmaza) H.
A és B H-beli elem akkor van relacidban egymassal, ha A részhalmaza B-nek. Vagyis:
G= {X, Y, Z} hatvanyhalmaza: H = 2°

A,B € H esetén a két halmaz relacioban all: (A, B) eRe AcB

a)Bizonyitsa be, hogy a megadott relacid rendezési relacio! (2 pont)

b) Rajzolja fel a relacié Hasse-diagrammjat! (2 pont)

¢) Mi a maximalis/minimalis, legnagyobb/legkisebb elem? (2 pont)

d) Mi a suprémuma, és mi az infimuma a {x} és {y,z} elemeket tartalmazé részhalmaznak?
(1 pont)

e) Halo-e a fenti relacio a megadott H halmazon? (1 pont)



6. Adott a kdvetkez6 halmaz: H = {2,4,6,8,10,12,16,20,24,40,120}. Es adott a halmazon értelmezett
rendezési relacio: arelacidban all b-vel ha a osztdja b-nek.

a, Rajzolja fel a rendezés Hasse-diagramjat!

b, Adja meg a Maximalis és minimalis elemeket!

¢, Adja meg a rendezés Legnagyobb ¢és legkisebb elemét!

d, Adjameg a H’ = {4,8,12} részhalmaz fels6- és alsokorlatait, illetve suprémumat és infimumat!
e, A H halmaz a megadott rendezéssel halot alkot-e?

8. Az alaphalmaz elemei a kovetkez6 szavak:
H = {ABA,ABBA,AB, A, AZ,AZT, ABZ,BZ,AZTA,BUZA, BLUZ}
(a, b) € R < ha b sz0 tartalmazza a sz6t olyan modon, hogy a-hoz adva az abc valamelyik (akar nulla
darab) betiijét megkapjuk a b sz6t ugy, hogy b szdban az a sz6 betiiinek sorrendje nem valtozik..
(AT, AUTO)e R;(CE,CSE)e R;
' (BELA,ADAM)¢ R;(AZ,ZAB) ¢ R

a) Rendezési relacio-e, ha igen, teljes-e?

b) Abrazolja Hasse-diagrammon!

¢) Keresse meg a legnagyobb, legkisebb, maximum, minimum elemeit (ha vannak)!
d) Keresse mega G = {AB,ABZ,AZ} részhalmaz infimumat és supremumat!

e) Halot alkot-e a rendszer? Valaszat indokolja!

9. Halot alkotnak-e a kdvetkezd, Hasse-diagrammal megadott rendezési relaciok:

a) b)

N



10. Halot alkotnak-e a megadott halmazok a kdvetkezd rendezési relacioval (a,b)eR, ha a|b
a) A={1,2,3,4,6,12}
b) B={3,5,6,9, 15,30}

11. irja fol a relacidhoz tartozé Hasse-diagrammot.

H={1, 2, 4,5, 7, 8, 16, 35},

R={(1,1) (2,2) (4,4) (5,5) (7,7) (8,8) (16,16) (35,35) (1,2) (1,4) (1,5) (1,7) (1,8) (1,16) (1,35) (2,4) (2,8)
(2,16) (8,16) (4,16) (7,35) (5,35)}

a)Ez részben- vagy teljes rendezés?
MO: részben pl. 4 a 8-cal nem hasonlithaté 6ssze

b) A{2, 8, 16} halmazrészben- vagy teljesen rendezett halmaz a megadott rendezési relaciéval?
MO: teljesen.

c) Hatdrozza meg a b) részben megadott halmaz alsd és felsé korlatait valamint infimumat és
szuprémumat!
MO:
alsé: 1, 2
fels6: 16
inf: 2
sup: 16



