Kombinatorika gyakorlo feladatok

Egyszeriibb gyakorlo feladatok
1. Harom tanul6 reggel az iskola bejaratanal hanyféle sorrendben Iépheti 4t a kiiszobot?
P,=3-2-1=6.

2. Hany kiilonb6z6 négyjegyli szamot irhatunk ol 2 db 1-es, 1 db 2-es és 1 db 3-as
szamjegybol?
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3. a)Hany 6t0s lottdszelvényt kell kitolteniink ahhoz, hogy biztosan 5-0s talalatunk legyen?
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b) Hany 06t6s lottoszelvényt kell kitdlteniink ahhoz, hogy legalabb 3-as talalatunk legyen?

85 585 5Y\85
i + 4 + 5 )3 +1 (legrosszabb esetet feltételezve: 0, 1, 2 talalatosak +1 db)

4. Egy pénzdarabot 10-szer feldobunk. Hany sorozat adodhat, ha a dobéasok sorrendjét is
figyelembe vessziik?

------

V)" =21 =1024.

5. Egy négytagu csalad telefonja 2-szer szdlalt meg egy estén. Hanyféle valtozatban vehették
fel a kagylot, ha ugyanaz a személy 2-szer is felvehette de a sorrendet nem vessziik
figyelembe?

Ismétléses kombinaciot kell hasznalni. 4 elem masodosztalyu ismétléses kombindcioja:
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6. Egy dobozban 16 golyo van, 10 fehér, 4 piros és 2 kék. Egymads utan visszatevés nélkiil
kihtzzuk mind a 16-ot. Hanyféle sorrend keletkezhet, ha az egysziniieket nem kiilonbdztetjiik
meg egymastol?

Ismétléses permutacidval:

|
W2 = 1150120,
101-41-2!




7. Hogyan médosul az el6zo feladat eredménye, ha minden golyot visszatesziink a kihtizas
utan, és igy huzunk ki 16 golyot?

Csak az szamit, hogy mennyi eltérd szinii golyd van, az egyes szineken beliili darabszamok az
Osszes lehetséges sorrendet nem, csak ezek eldfordulési valdszintiségét befolyasoljak.
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feladat:
V' =3'° = 43046721, valahol az 6tds lottos feladat kornyékén.

8. Egy 8 tagu csalad 4 szinhazjegyet kap.
a) Hanyféleképpen oszthatok ki a jegyek, ha az is szamit, ki hova il?

Az adott 4 helyre eldszor 8, majd 7, aztan 6 végiil 5 csaladtag koziil valogathatunk, vagyis:
V' =8-7-6-5=1680.

b) Mi a helyzet akkor, ha csak az szdmit, hogy egyaltalan ki megy el a szinhazba?
, ) SRy 4 8
8 elem 4-edosztalyt kombinacidja: C; = 4 =70.

9. Adott egy 10-szer 12-es ,,sakktabla” (10 sor és 12 oszlop). A bal felsd sarkabol a jobb
alsoba szeretnék eljutni gy, hogy mindig csak jobbra vagy lefelé 1éphetiink. Hanyféle
utvonal létezik?

Az egyes utvonalakat ,,kodolhatjuk™ ugy, hogy a jobbra Iépésnek J-t, a lefel¢ 1épésnek L-et
feleltetiink meg, igy minden ttvonal egy ebbdl a két betiibdl allé sorozatnak felel meg,
amelyben mindig 11 db J és 9 db L szerepel. Az 6sszes sorozatok szama igy:

|
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10.a) Egy tarsasagban 6 fi1 és 6 lany van. Hanyféleképpen alakulhatnak beldliik egyszerre
tancol6 parok?

Sorba rendezziik az 6 lanyt, és melléjiik kisorsoljuk az 6 fiut: 6!=720.

10.b) Egy tarsasagban 8 fil és 5 lany van. Hanyféleképpen alakulhat bel6liik 5 egyszerre
tancol6 par (csak ellentétes nemiiek alkothatnak part:-)?

Az 5 lany mindenképpen tancol. Allitsuk Sket sorba, s sorsoljuk melléjiik a fitikat valamilyen
sorrendben. A vélasz ebbél lathatéan: V; =8-7-6-5-4.

11. 4 egyforma kockat feldobunk. Hanyféle végeredmény johet ki? (Nem a pontok dsszege,
hanem az egyes szamu pontok el6fordulasa a 1ényeg.)

Mindegyik kocka mind a hat oldalat mutathatja egymastol fiiggetleniil, azaz 6 elem 4-

. (6+4-1 9
edosztalyli ismétléses kombinécioi adjék a végeredményt: C' = ( 4 J = [4} =126.

HF: Hogyan valtozik az el6z6 feladatra adott valasz, ha mindegyik kocka kiilonb6z6 szinti?
(Segitség: ez mar egyaltalan nem olyan egyszert(i feladat. Az egyes esetek szdma aszerint



valtozik, hogy hany kiilonb6z6 szamot latunk. P1. négy db 6-os csak egyféleképpen johet ki
négy kiillonbozo kocka esetén is, de 3 db 6-os és 1db 5-0s mar négyféleképpen, s.i.t.)

Osszetettebb gyakorlo feladatok

[tt méar a fenti fogalmak koziil tobbet is kell hasznalni egyszerre, de sokszor talan az a jobb
hozzaallas, hogy t6liik fiiggetleniil, a ,,kalyhatol indulva” végiggondoljuk az egyes lehetséges
kimenetelek legeneralasat, kialakulasat.

12. A 0,1,2,3,4 szamjegyekbdl hany valodi 6tjegyl szam képezhetd, amelyben legalabb az
egyik szamjegy ismétlodik?

Nulldval nem kezdddhet szam. A ,,legalabb egy szdmjegy ismétlddikazt jelenti, hogy akar
mind az 6t szdmjegy egyforma is lehet, ezért egyszeriibb az dsszes valodi 6tjegyli szambol
kivonni az ismétlést nem tartalmazokat. Osszes: 4-5-5-5-5=2500, a mind kiilonb6z6

szamjegyet tartalmazok szama 4-4-3-2-1=96, a kett6t kivonva egymasbol a vélasz 2404.

13. 9 ember csonakazik, 3 csonak van: egy 4, egy 3 és egy 2 iiléses. Hanyféleképpen
foglalhatjak el a csonakokat, ha egy csonakon beliil az {ilésrend nem szamit?

El6észor kisorsoljuk, kik iilnek a 4 személyes csonakba, majd a 3 és 2 személyesekbe. A
sorsolas eredményei egymastol fliggetlenek, azaz a lehetséges kimenetelek szama
Osszeszorzddik, az egyes sorsolasok eredményeit pedig ismétlés nélkiili kombinaciok adjak.

9)(5)(2
Vagyis a végeredmény: (4)(3)(2) =1260. (Az utolsé csonakban iil6k személye

természetesen mar adott az utolso el6tti sorsolds utan, ennek megfelelden (J =1))

14. Egy pancélszekrény 6 egymas mogotti tarcsa megfeleld beallitasaval nyithatd ki. A
tarcsak 9 szdmjegyet tartalmaznak, amelyek koziil egyet kell bedllitani minden tarcsan. Ha
valaki nem ismeri a kédot, mennyi id6t vehet igénybe legrosszabb esetben a szekrény
kinyitdsa, ha folyamatosan probalkozik és egy kombinécio bedllitdsa 5 méasodpercig tart?

Legrosszabb esetben a legutolsé probalkozasra nyilik ki a szekrény, vagyis az 6sszes esetet
meg kell vizsgalni, amely V,*' =9° = 531441 . Ennyiszer 5 méasodperc éppen 2657205

masodperc, ami 30 nap 18 6ra 6 perc 45 masodperc. Kicsit sokaig tart. (Es kdzben még csak
nem is eszik az illetd.)

15. 20 lada arubol 15 lada elsd osztalyu, a tobbi masodosztalyu arut tartalmaz.
Hanyféleképpen valaszthat6 ki ezek koziil 5 1ada ugy, hogy legfeljebb 2 masodosztalya
legyen kozottiik?

Azokat az eseteket kell 6sszeadni, amikor pontosan nulla, egy vagy két db masodosztalyu lada

) 15 15) (5 15) (5
van a kivalasztottak kozott: s + 4 . i + 3 . 5 =3003 +6825+4550=14378.



16. Egy érmének bizonyos szamu feldobasaval ad6do sorozatokat allitunk el6. Ha a sorozat
dobésainak szamat 2-vel noveljik, a kiilonb6z6 sorozatok szama 384-gyel novekszik. Hany
dobasbol allt az eredeti sorozat?

Legyen az eredeti sorozat hossza n. Ekkor a kdvetkezd egyenletet irhatjuk fol:
2™ 2" =384=2"(2°-1)=384=3-2"=384=2"=128=n=7.

17. Egy 52 lapos francia kartyacsomagban 4 sz ¢s 4 kiraly van. Négyfelé osztjuk a lapokat.
Hanyféle olyan szétosztas lehetséges, amelynek soran mindegyik jatékosnak 1-1 sz és kiraly
jut?

Ultessiik le a jatékosokat egy adott tetszéleges sorrendbe. El8szor osszuk ki a 4 4szt és a 4
kiralyt, ezek lehetséges 0sszes eldfordulasa 4!-4!. A maradék 44 lapot 4 db 11-es csoportba
osztjuk, az egyes csoportokon beliil persze nem szamit a lapok sorrendje. El6szor 44 lapbol
vélasztunk ki 11-et, majd 33-bol 11-et, végiil a maradék 22-bdl 11 kivalasztasa megadja az
utolso6 11-es pakli 0sszetételét is. Ezek egymastol fliggetlen sorsolasok (1asd csonakos
feladat), ezért a végeredmény az aszokkal és kirdlyokkal egyfitt:

44 (33) (22) (11 !
4-4. . - - =(41)* - 44‘4 ~6-10%.
11) \11) (11) 11 (11)

18. Hanyféleképpen lehet egy 32 lapos magyar kartyacsomagot 4 egyenld részre osztani, hogy
mind a 4 4sz ugyanabba a részbe keriiljon?

28
Kiilonitsiik el a 4 &szt, és sorsoljuk mellé a maradék 4 lapot a 28-bol. Ezt [ 4 j-féleképpen

tehetjiik meg. A tobbi csomagot ugyanigy sorsoljuk ki, de mivel a sorrendjiik most nem
Iényeges, a kapott eredményt még 3!-sal osztanunk kell, vagyis a megoldas

(28}(284)‘(13'@ 8

4 3! 3141181

19. Egy vivéedzésen 15 vivobol 6 par viv egyidejiileg. Hanyféleképpen valaszthatok ki a
parok?
El6szor valasszuk ki azt a 12 vivot, aki viv: 1l Ezutan a fennmarado6 vivokbol mindig

kivalasztunk kettdt, majd, mivel a parok sorrendje nem lényeges (mindegy, hogy melyik par
melyik paston viv), a részeredményt elosztjuk 6!-sal. Tehat:

(ls}[f)(f}(i)(ij'@'@

12 6! ©31(21)° -6
20. A binomialis és hipergeometrikus eloszlast bevezetd feladat.

Egy zsakban 13 goly6 van, 7 fehér és 6 fekete. Egyszer visszatevéssel, egyszer pedig
visszatevés nélkiil kihtzunk beldle 5-6t. Hany olyan sorsolas van a visszatevéses esetben,



amelyben a kihuzott fekete golyok szama 3? Hany ugyanilyen sorsolas van a visszatevés
nélkiili esetben, ha az egyszinli golydkat is megkiilonboztetjiik egymastol? Es ha nem?

a) A visszatevéses esetben nem szamit, hogy osszesen hany fekete és fehér golyd van a
zsakban, csak az hatdrozza meg az egyes lehetdségeket, hogy a harom kihtzott fekete milyen
sorrendben keriil eld. Vagyis az, hogy az 5 huzasbol melyik huzasra vesziink ki feketét a

5
zs&kbol. Ezért 5 elem 3-adosztalyt kombinaci6i adjak a megoldast: C. = (3} =10.

(Ez éppen a binomialis eloszlas egyiitthatoja abban az esetben, amikor 3 fekete goly6 kihuzasi
valdsziniliségét szadmoljuk.)

b) A visszatevés nélkiili esetben az egyes lehetdségeket az adja, hogy konkrétan melyik fekete
és fehér golyok milyen sorrendbesniilnek kihuzasra. A sorsolast modellezhetjiik Ggy, hogy
eldszor kivalogatjuk azt a 3 fekete és 2 fehér golyodt, amelyet kihtizunk, majd ezeket
elrendezziik az 6sszes lehetséges sorrendben. Ezért a megoldas: (6 feketébdl 3)*(7 fehérbol

6)(7
2)*(0sszes lehetséges sorrend) = (3}-(2}5!: 50400.

(Ez pedig - az 5! nélkiil - a hipergeometrikus eloszlas szamlaloja, azaz a kedvezd kimenetelek
szama abban az esetben, amikor a 3 fekete goly6 kihuzasi valdszinliségét szamoljuk.)

Ha a golyokat mégsem kiilonboztetjiik meg egymadstol, akkor a valasz megint 10, mert a
sorrend ismét csak a szinektdl fiigg, a ,,nem visszatevés” csak az valdsziniliségeket
befolyésolja.

Vegyes feladatok

21.Egy kockat 6tszor feldobunk egymas utan.

a.) Hanyféle eredmény lehetséges?

b.) Hany olyan eredmény van, melynél utoljara 1-est dobtunk?

c.) Hany olyan eredmény van, melyben pontosan egy darab 1-es szerepel?

d.) Hany olyan eredmény van, melyben van 1-es?

e.) Hany olyan eredmény van, melyben pontosan egy darab 1-es és pontosan kettd
darab 2-es szerepel?

22.Egy n elemi halmaznak
a.) hany 8 elemti (n>8) részhalmaza van?
b.) hany k elemii (n>k) részhalmaza van?
c.) hany részhalmaza van?

23. Egy 32 lapos magyar kartyacsomagbol egyszerre kivesziink 6t lapot. Hany huzéasnal lesz
a lapok kozott

a.) csak piros

b.) csak egy piros

C.) piros

d.) 2 piros és 3 zold

e.) minden szin

f.) pontosan egy asz és négy piros

g.) 4sz vagy piros



h.) &sz és piros?

24. Egy 32 lapos magyar kartyacsomagbol egymads utan vesziink ki 6t lapot. Hany huzasnal
lesz a lapok kozott

a.) az elso piros, a masodik, harmadik z6ld és az utolso kettd makk

b.) az elso kettd piros , a tobbi pedig egyszinl

c.) 2-2-1 a szin szerinti megoszlas?

25. Valaszoljon a 3. ¢és 4. feladat kérdéseire abban az esetben, ha egy 32 lapos magyar
kartyacsomagbol visszatevéssel vessziik ki az 6t lapot.

26. Egy futballmeccsen 5 gol esett.
a.) Hanyféleképpen alakulhatott ki ez az eredmény?
b.) Hanyféle végeredmény lehet?

27. Hany tagja van az (a+b+c)10 polinomnak 0sszevonas elott, 6sszevonas utan. Mennyi az
egyiitthatoja az aZb3¢? tagnak?

28.a.) Az {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz hany 6todosztalyt kombinacidja nem tartalmazza a
{7,8,9} halmazt?

.....

{1,2} halmaz mindkét elemét?

29.Négy tagu csalad 11-féle képeslapbol hanyféleképp valaszthat egy-egy lapot, ha
a) mind a 11 fajtabol valaszthat mindenki Ggy, hogy - szamit, ki melyiket valasztja
- nem szamit, ki melyiket valasztja
b) minden lapbol csak egy lap van, de - szamit, ki melyiket valasztja
- nem szamit, ki melyiket valasztja

30. Egy 12 tagt tarsasag csonakot bérel. Hanyféleképpen foglalhatnak helyet, ha
a.) csak egy 4 iiléses
b.) egy 3, egy 4 és egy 5 iiléses
c.) harom kiilénb6zo 4 iiléses
d.) harom egyforma 4 iiléses
e.) ketto 5 iiléses
csonakot bérelnek, és egy csonakban csak a megadott Iétszamban foglalhatnak helyet?

31. Adott a 0,1,2,8,9 szamjegy.

a.) Hany 6tjegyli szam irhato fel beldliik ismétlodés nélkiil?

b.) Hany négyjegyti szam irhat6 fel bel6liik ismétlédés nélkiil?

c.) Hany négyjegyti szam irhat6 fel beldliik ismétlodéssel?

d.) Hany négyjegyti paros szam irhat6 fel felhasznalasukkal?

e.) Hany négyjegyt szam irhat6 fel beldliik tigy, hogy csak pontosan két kiilonb6zo
jegyet tartalmaz?

32. Ha egy halmaz elemeinek a szamat 2-vel noveljiik, akkor az elemek permutacioinak a
szama az eredeti permutaciok szamanak 930-szorosa lesz. Hany elemii a halmaz?



33. Egy dobozban 3 sarga golyd van. Hany piros golyot kell betenni ahhoz, hogy 4495
féleképpen lehessen egymas utan kihtizni 6ket? ( vagyis permutélni a piros és sarga
golyokat)

34. Harom kocsibol all6 villamosra 9 ember szall fel ugy, hogy minden kocsira hdrom
ember jut.  Hanyféleképpen torténhet ez?

35. Egy pénzérmét 10-szer feldobunk egymas utan.
a.)Hany kiilonb6z6 dobassorozatunk lehet?
b.)Héanyszor lehet 6 fej és 4 irds a dobassorozatban?

36. Egy pénzérmét n-szer feldobunk egymas utan. Ha a dobasok szdmat 2-vel ndveljiik, akkor
az eredménysorozatok szama 3072-vel nd. Hanyszor dobtunk?

37. a.)Hanyféleképp tolthetiink ki egy 13-as totd szelvényt?
b.)Hanyféleképp tolthetiink ki egy 13-as totd szelvényt tgy, hogy 8 db 1-est, 2 db x-et
¢s 3 db 2-est hasznalunk?

38. Pontbodl és vonasbol hany, legfeljebb négyelemt jel allithatod 6ssze?



