Relaciok

Binaris relacidk lehetséges tulajdonsagai:
1.Reflexiv, ha (a, a)ER
2.(a) Szimmetrikus, ha (a, b) ER=>(b,a) ER

2.(b) Antiszimmetrikus, ha (a, b) € Rés (b,a) E R <==>a =b
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3. Tranzitiv, hala, bl € Résib, ¢

Ekvivalencia Relacio
Reflexiv
Szimmetrikus

Tranzitiv

Rendezési Relacio
Reflexiv
Antiszimmetrikus

Tranzitiv

-~ .

Részben rendezett egy H

van megadva H elemein.
Nem biztos, hogy minden
elem minden elemmel
Osszehasonlithato.

halmaz, ha rendezési relacio

Teljesen rendezett, ha <
reldcié van megadva H-n, és
a<b és b<a koziil legalabb az
egyik teljesul. Barmely 2 elem
0sszehasonlithato.

Particio: A H halmaz egy olyan részhalamaz-rendszere, amelyre H. N H, =@ és UL, H, = H

Tétel: Ha R= HXH ekvivalencia relacio, akkor a H azon részhalmazai, amelyek az egymassal

reldcidban elemeket tartalmazzak, azok a H halmaz egy particidjat adjak.

:a= b,akkor b-t feljebb rajzolva 6sszekotjiik a-val, de nem kétjiuk 6ssze a

tranzitivitas miatt fenallé parokat.



Ln, ha minden hE H-ra teljesiil, hogy h=Ln (Ln kiilonbozik h-tdl). A

legnagyobb elem minden elemmel dsszehasonlithaté.

M, ha nincs olyan h€ H, hogy M=h teljesiilne. (Nem biztos, hogy minden

elemmel 6sszehasonlithaté!)

Ik, ha minden h& H-ra lk=h (és |k kiilénbozik h-tél). Minden elemmel

osszehasonlithaté.

m, ha nincs olyan h&H, hogy h=m teljesllne. Nem biztos, hogy minden

elemmel 6sszehasonlithatd!

A részben rendezett H halmaz valamely H;részhalmazanak a KEH , (az adott

rendezés és H szerint), ha minden h;, € H-re h, < K teljesul.

A részben rendezett H halmaz valamely valamely H;részhalmazdnak a kEH ,

, (az adott rendezés és H szerint), ha minden h, € H-re k = h.teljesdl.

A legnagyobb also korlatot (ha létezik) a legkisebb felsé korlatot pedig (ha
létezik) nevezzik.
Feladatok

A kovetkez6 feladatokban el kell donteni, hogy az adott allitasok ekvivalencia relaciok-
e.

1. Legyen R relacio, az angol ,abc” betliibél képzett szavakon olyan, hogy (a,b)e R <
L(a)=L(b), ahol L a szavak hosszat jeldli. (L(x)= a szbveg hossza) (a,beH)

Ekvivalencia relacié
alma=alma
1.reflexiv: (a,a)eR
2.tranzitiv: a;:=alma, b:=Béla, c:=Gabi
(a,b)eR és (b,c)eR =(a,c)eR

3.szimmetrikus: L(a)=L(b) < L(b)=L(a)

2. H=(x|x egyenes a sikban)

(a,b)e R c HxH, ha a||b



Reflexivitas: alla
Tranz.:a||b és al|lc = bj|c

Szim.: allb = blla

3. H=R
(a,b)eR ha a-b € Z-nek
Reflex.: a-a=0 € Z
Szim:a-beZ=baeZ
Tranz.:a-be Zésb-c e Z=a-ce Z
Masképp:
a-beZ
+b-ceZ

a-ceZ tehat igaz.

4. A=(31;33;40;51;58;76;913)
Ennek egy particidja: (51,33) (76,913,58) (40,31)
Adjon meg egy a particiohoz tartoz6 ekvivalencia relaciot.
Mo: (a,b)eR ekvivalencia relacio, ha a és b szamjegyeinek 6sszege megegyezik.

5.Van 3 jo barat Aladar(A), Béla(B), Cili(B). Nekik az agyuk egy rugéra jar. Ez ekvivalencia
relacio?

Igen. Mert:
A = A Aladarnak egy rugora jar az aga énmagaval (Reflexiv.)

A = B ebbdl kdvetkezik, hogy B = A
(Szimmetrikus)

A = B és B = C akkor A = C tehat mindanyiuk agya egy rugora jar.
(Tranz.)



Rendezés:

Dontsik el a kovetkez6 feladatokban, hogy rendezési relaciok-e és ha igen akkor
részben vagy rendezett e a halmaz.

1. (x,y)eR, ha x"\2>y"2 HeR
Nem relacié mert nem antiszimmetrikus pl.: (-x,x)eR és (x,-x)eR
2.(x,y)eR, ha 1/x>1/y H=R\(0)
Teljesen rendezett a relacié mert:
Reflexiv (x,x)eR mert 1/x>1/x
Antiszimetrikus: (x, ¥) € Rés ( y, x) € Rcsak ugy lehet ha x=y
1/x>1ly és 1/y>1/x =x=y

Tranzitiv: (x, y)e Rés (y,20e R=>(x, 2 €R

1/x21ly és 1/z>1ly  =>1/z>1/x
Es teljesen rendezett, mert minden halmazbeli elem 6sszehasonlithaté
3.(x,y)eR ha x oszthat6 y-nal H=N (a halmaz a természetes szamok halmaza)
Reflexiv: (x,x)eR igaz, mert x/x=1
Antiszim.: (x, ) € Rés ( y, x) € Rcsak ugy lehetha x =y
xly és yIx = x=y
Tranzitiv: (x, yY) e Rés (y, 2 e R>(x,2 € R

X/y és y/z akkor x/y ez is igaz

és minden elem 6sszehasonlithato, igy teljesen rendezett a halmaz

Még feladat:
1. Tetszéleges H halmaz hatvanyhalmaza a halmaz-tartalmazas szerint részben rendezés:
H:={1,2,3}, 2n ={{{1H{2}{3}{1,2}1,3}{2,3}1,2,3}}
Példaul: {1}=<{1,2,3}
{1}={1.2}
{1}={1.3}



DE példaul {1} és {2,3} nem 6sszehasonlithaté

2. Valos szamok és a szokasos < teljes rendezés, minden szam dsszehasonlithato.

1.Rajzoljuk fel a kovetkezd halmaz Hasse-diagramjat H=(1,2,3,4,6,9,12,18,36), és a<b, ha
Inko(a,b)=a. Mi a (4,6,9) rész halmaz infinuma, suprémama, alsékorlatja, felsd korlatja, max.,
min.

Mo: Inf.: nincs
Alsokorlat: 1,2,3
Sup.: nincs
Felsé korlat: 12,18,36
Legkisebb elem: nincs
Legnagyobb elem: nincs

3.Adjuk meg a kdvetkez6 Hasse-diagram minimumat, maximumat, legnagyobb illetve a
legkisebb elemét, majd adjuk meg a sup(2,6,12) illetve inf(2,6,12)-t is.

/35\ /12\
7\ /5 4\ /6

1 > 2
Mo.: Min:1
Max:12,35
Lk.:1 Ln.:nincs

sup(2,6,12)=12 inf(2,6,12)=2



4.Rajzoljuk fel a kdvetkezd relacioban allé elemek Hasse-diagramjat, majd adjuk, meg
maximumat, minimumat, legnagyobb illetve legkisebb elemét, és részben vagy teljeses
rendezett-e?

R=(U,u);(v,V); (W, W);(X)5(Y,Y)3(2,2)5(W,X); (WY )5 (W, 1) (V)5 (X, U) 5 (W) (Y V)5 (s U)5(V, )

Mo: z u
Max.: z,u; Min.: z,w
v Ln.: nincs Lk.: nincs
/ V\ és csak részbe_n rendgzett a
halmaz, mert nincs minden elem
relacioban
X y
~w. 7
Egyéb feladatok

*** H:={2,3, 4, 5, 6}, és a<b, ha a osztéja b-nek. Ekkor
Minimalis elemek: 2,3,5
Maximalis elemek: 4, 5, 6 (egyiknek sincsen tdbbszdrése e halmazban)

E rendezésben nincsen sem legkisebb, sem legnagyobb elem.

*xx A természetes szamok a szokasos rendezésre: 0 a legkisebb és egyben minimalis
elem,

maximalis és legnagyobb nincsen.

1.

Orszagok lakosainak szdma a szokasos = mdveletre.

1.reflexiv: (a,a)eR

r 1 s

2tranzitiv:a= b, esb =c==a=¢

3.antiszimmetrikus: a<=b és b<=a <« b=a

RAT



H=<xIxe &>
(a,b)ER= HXH, ha C
Reflexiv: lal=lal

lal=lbl és lal=Ibl nemcsak akkor teljesiil, ha a=b, ugyanis lehet (-a,a) vagy (a, -a) is, igy az

antiszimmetria nem teljeslil, ezért nem rendezési relacié.

4.

H={az {1,2,3,5} hatvanyhalmazai}. Rendezés-e? Ha igen, akkor teljes?
-teljesen rendezett halmaz, mert az 6sszes elemet 6ssze tudom hasonlitani.

5.

Legyen H=IR. R HXH ,(a,b)E R, ha E =

o | o

Rendezés-e?

’ = =
Reflexiv: — = —
e fird

.. . a b, b ] e /] b . ,
Antiszimmetria: — = — és — = — nemcsak akkor teljesiil, ha = = —, ugyanis ha atszorzunk a-
a jird @ a a jird

val, két eset lehetséges a elGjelétdl fliggben. Két négyzetes tagot kapunk, vagyis el6fordulhat
a (-a, a), az (a,a), (-a, -a) vagy az (a,-a), igy latjuk, hogy a nem feltétlenl kell egyenlé legyen
b-vel, ezért az antiszimmetria nem teljesiil.

(kulon feladatként kikothetd, hogy csak IR+-on legyen értelmezve, ebben az esetben RAT,
ugyanis az antiszimmetria is teljesil, a tranzitivitds pedig konnyen belathato)
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Min: 1

Maximum: 16,35
Legkisebb:1
Legnagyobb: nincs

Részben rendezés, ugyanis nem hasonlithaté 6ssze minden elem minden

elemmel.

Hatdrozzuk meg a {2,8,16} részhalmaz alsd korlatjat, infimumat, felsé korlatjat

ill. @ supremumat.
Teljes rendezés-e?

Also korlat: 1,2 Inf: 2
Fels6 korlat: 16, sup.: 16

Teljes rendezés



