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1. A lebegopontos szamabrazolas

Nem egész szdmok gépi dbrazoldsira a lebegépontos [floating point] dbrézoldst haszndljuk: a
szamot el6szor atalakitjuk normalizalt alakba, és az igy kapott alak kiilonb6z6 részeit kiilon-
kiilon téroljuk.

1.1. Normalizalt alak

Egy szam normalizélt alakjan olyan szorzatra bontését értjiik (1asd 1. dbra), ahol a mésodik tag a
szdmrendszer alapjdnak valamely hatvdnya (amit a szdm nagysdgrendjének is neveziink), az elsd
tag értéke pedig annyi, hogy a mésodik taggal megszorozva az eredeti szamot kapjuk. Tovabbi
feltétel, hogy az els6 tag egyetlen nem nulla szamjegyet tartalmazzon a tizedespont el6tt, ami
garantalja, hogy a normalizalt alakban torténd felirds egyértelmi legyen.

1.1.1. példa. Tizes szdmrendszerben a 380 normalizalt alakja: 3.8 - 102, a 3.875 normalizalt
alakja 3.875 - 10°, a 0.00000651 normalizalt alakja 6.51 - 107, a —53.75 normalizalt alakja:
—5.375- 101,

Az elézéekben definidlt elsd tagot a szdm mantisszdjdnak [mantissa, significand, coefficient],
a hatvénykitevot (a nagysdgrendet) a szdm karakterisztikdjinak vagy exponensének [exponent]
nevezziik. Negativ szdmok taroldsdhoz sziikség van még az el8jelre is (ldsd 1. dbra).

A lebegépontos elnevezés abbdl adddik, hogy az dbréazolhaté szamok nem fix helyiértékii tize-
desjegyekkel keriilnek téroldsra', hanem az exponens alapjan a mantissza tizedespontja valtozik
(,lebeg”).

1.1.2. feladat. Adjunk arra példéat, hogy az ,els6 tag egyetlen nem nulla szamjegyet tartalmaz-
zon a tizedespont el6tt” feltétel hidnyaban egy szamot tobbféleképpen is fel lehet irni normalizalt
alakban!

lezt a médot fixpontos dbrazoldsnak nevezziik
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eléjel mantissza exponens

1. dbra. A —37.75 normalizalt alakja tizes szdmrendszerben
és ennek elemei (bekarikdzva).

1.1.3. feladat. Adjuk meg a nulla normalizalt alakjt!

1.2. Binaris normalizalt alak
1.2.1. A mantissza

Kettes szamrendszerben dbrazolva a szamot, a normalizalt alak tovabb egyszertlisodik, hiszen a
mantissza tizedespontja elétt mindig 1 4ll (,az els6 tag egyetlen nem nulla szdmjegyet tartal-
mazzon a tizedespont elétt” feltétel miatt), amit {gy nem kell eltdrolni (ldsd 2. dbra), és ezt a
megtakaritott bitet a mantissza pontosabb tarolasara lehet forditani.

Fontos, hogy a lebegépontos szam értelmezésekor ezt az el nem tarolt szamjegyet is figyelembe
vegyiik, tovabbd, hogy az els (nem térolt) egyes utdn mar fontosak az azt koveté nulldk, azaz
példaul a 0010111 mantissza helyett nem tarolhatjuk el az 10111 értéket!
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elgjel mantissza exponens

2. abra. A -37.75 normalizalt alakja kettes szamrendszerben
és ennek tdrolandd elemei (bekarikazva).

1.2.2. Az exponens

A normalizalasbol adéddan az exponens is lehet pozitiv vagy negativ. Ennek tarolasdhoz az eltolt
tarolasi mddszert hasznaljuk.

1.2.3. Az elgGjel

Az el6jelet 1 biten téroljuk; ha értéke 1: a szdm negativ, ha 0: a szam pozitiv.

1.2.1. példa. A 38019 = 1011111003 normalizalt alakja 1.011111y - 28 azaz taroland6 a 0
el6jelbit, a 011111 mantissza és a 8 karakterisztika (a megfelel§ eltolassal).

1.2.2. példa. A —3.375[1g) = —11.011y] normalizalt alakja —1.1011[y .21 azaz térolandé az 1
eléjelbit, a 1011 mantissza és az 1 karakterisztika (a megfelelS eltoldssal).

1.3. A lebegépontos szam elemeinek tarolasi mérete

Az eléjelet mindig egy biten, a mantisszat és az exponenst megadott szamu biten tdroljuk. Ha
az elézoekben kiszamolt mantissza vagy exponens mérete nem egyezik meg a tarolasi mérettel,
akkor az exponenst balrdl, a mantisszat jobbrol egészithetjiik ki nulldkkal (ha sziikséges)!

1.3.1. példa. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten térténé excess-15 abrazoldsa esetén a
tizezer abrdzolasa: 10000 = 10011100010000[3; = 1.001110001 - 213 azaz tdrolandé a 0 eldjel,



a 0011100010 mantissza (figyelem, kiegészitettitk 10 bites hosszra nulldkkal jobbrdl!) és a 13
exponens, utébbi az excess-15 dbrazolas miatt 11100 formaban.

1.3.2. példa. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten térténé excess-15 abrazoldsa esetén a
—0.078125 abrazoldsa: —0.078125 = —0.0001013; = —1.01p - 274, azaz térolandé az 1 eljel,
a 0100000000 mantissza (figyelem, kiegészitettiik 10 bites hosszra nulldkkal jobbrdll) és a —4
exponens, utébbi az excess-15 dbrdzolds miatt 01011 formdban (figyelem, kiegészitettiik 5 bites
hosszra egy nulldval balrél!).

1.3.3. feladat. A mantisszat miért jobbrdl, az exponenst miért balrdl egészithetjiik csak ki
nullakkal?

1.4. Lebegopontos szamabrazolas hatarai és pontossaga

Az elGjeles vagy elGjel nélkiili egész és a lebegbpontos szamabrazolas esetében is csak fix érté-
kek tarolhatok, de mig ezek az egészek esetében pontosan megegyeznek a tarolni kivant egész
szamokkal, a lebeg6pontos szamébrazolas esetében ez nincs igy, mivel barhogy valasszuk is meg
a szamabrazolas hatérait, az ezek kozott 1évo végtelen sok valds szam nyilvan nem abrazolhatd
véges helyen. Ezt gy is értelmezhetjiik, hogy a lebegépontos tarolas soran kényszeri kerekités
torténik. Mindezek miatt az dbrazolasi hatarok mellett a pontossdg is jellemez egy-egy konkrét
lebeg&pontos szamabrazoldst, ami megadja, hogy egy adott szam taroldsa esetén a tarolni kivant
és a tarolt szam értéke legfeljebb milyen tévol lehet egyméastél. A lebegépontos szamok norma-
lizélt alaku tarolasabdl kovetkezik, hogy a pontossigot a mantissza tarolasi mérete hatarozza
meg, az abrazoldsi hatarok pedig elsédlegesen a karakterisztika abrazolasi méretébol adédnak.
Fontos azt is kiemelni, hogy a pontossdg az dbrazoldsi tartomanyban abszolit értelemben nem
egyenletes, azaz fiigg az dbrazolni kivant szamtdl (14sd a 3. dbra):

3. abra. Lebeg6pontos szamabrazolds hatarai és a pontosan abrazolhaté szamok
(2 bites mantissza, 3 bites exponens excess-4 médon térolva).

1.4.1. példa. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten torténé excess-15 abrazoldsa esetén

e a tizezernél nagyobb, pontosan abrézolhaté szamok koziil a legkisebb (ldsd az 1.3.1. felada-
tot a 10000 &brazoldsdhoz) a 0011100011 tarolt mantisszdji és a 11100 térolt exponensii
szdm: 1.0011100011 ) - 21% = 1.2216796875 - 8192 = 10008

e a tizezernél kisebb, pontosan abrazolhatd szamok koziil a legnagyobb a 0011100001 tarolt
mantissz4ji és a 11100 tarolt exponensii szam: 1.00111000015-2" = 1.2197265625-8192 =
9992

Az el6z6ekbdl adodik, hogy tizezer koriil a hiba 8 (ami a tizezer 0.08%-a).
1.4.2. példa. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten torténé excess-15 dbrazoldsa esetén

e az egy tizezrednél kisebb, pontosan dbrazolhaté szamok koziil a legnagyobb a 1010001101
tarolt mantisszaji és 00001 térolt exponensii szdm: 1.1010001101 - 2714 = 1.6376953125 -
0.00006103515625 = 0.00009995698929

e a tizezrednél nagyobb, pontosan abrazolhaté széamok koziil a legkisebb a 0 eldjeld, a
1010001110 tarolt mantisszajd és a 00001 térolt exponensti szdm: 1.1010001110 -2~ =
1.638671875 - 0.00006103515625 = 0.000100016593933

Az el6z6ekbél adbdik, hogy egy tizezred koriil a hiba kevesebb, mint egy tizmilliomod (ami az
egy tizezred 0.1%-a).



1.4.3. feladat. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten torténd excess-15 dbrazoldsa esetén
adjuk meg (az eléz6 két példdhoz hasonlé mddon) az ezernél, a szazndl, a tiznél, az egy tizednél, az
egy szdzadndl és az egy ezrednél nagyobb szamok koziil a legkisebb dbrazolhatét illetve a kisebb
szamok koziil a legnagyobb abrazolhatot, és szamitsuk ki az abszolit, relativ hibat. Hogyan
valtozik a relativ hiba az eltarolt szam fiiggvényében?

A nem pontos tarolas akkor is ldthaté, ha meggondoljuk, hogy a bindris normalizalt alak
felirdsakor nem minden szamjegy tarolhaté el, igy azt kénytelenek vagyunk a tarolasi méretre
csOkkenteni.

1.4.4. példa. A mantissza 10 biten, az exponens 5 biten térténd excess-15 dbrazolasa esetén a
10000.125 dbrézoldsa (lasd az 1.3.1. feladatot a 10000 dbrézoldsdhoz):

10000.125 = 10011100010000.001j3; = 1.0011100010000001 - 213 azaz tarolni kellene a 0 el6-
jelet, a 00111000 10000001 mantisszat és a 13 exponenst, utébbi az excess-15 &dbrazolds mi-
att 11100 formdban. JA4l latszik azonban, hogy a mantissza 10 biten torténd taroldsa miatt
a 0011100010000001 els6 tiz karaktere tarolhaté csak el, igy kényszerii kerekités torténik: a
10000.125 helyett a 10000 keriil tdroldsra. (Ezen nem csoddlkozhatunk, hiszen az 1.4.1 példdban
lathattuk, hogy 10000 és 10008 kozott nem tarolhatd el méds szdm.)

1.4.5. feladat. Mi torténik a lebegépontos szam dbrézolasi hataraival ill. pontossagaval, ha a
e mantissza méretét 1 bittel ndvelem?

e exponens méretét 1 bittel névelem?

1.5. Alulcsordulas

A tuilesorduldshoz (ami pozitiv vagy negativ irdnyban tdl nagy szdm dbrdzoldsdnak kisérletét
jelenti, azaz a szdmdbrdzoldsi intervallumbdl 1épiink ki) hasonlé az alulcsordulds [underflow]:
olyan kis abszolit értékli szamot akarunk abrazolni, ami mar nem abrézolhaté.

A kettes szédmrendszerben torténd normalizdlt dbrézoldsnak koszonheté megtakaritds (azaz
hogy a mantissza els6é szamjegye fixen 1, igy a mantisszanak csak az 1-t6]l jobbra 1év6 részét
taroljuk el, ezzel 1 bitet megtakaritva) hatranyos hatdsa itt jelentkezik: a legkisebb tarolhato
mantissza 1.0...0, a legkisebb karakterisztika AXmin (ahol A jelenti a szdmrendszer alapjat,
Kpnin pedig a legkisebb dbrézolhaté karakterisztikat), a legkisebb térolhaté pozitiv szdm ezek
szorzata: 1.0...0 - Afmin = AKmin,

1.5.1. példa. 10 bites mantissza és 5 bites excess-15 exponens tarolas esetén a legkisebb abra-
zolhaté pozitiv szdm: 1.0...0-2715 = 2}5 = 0.000030517578125.

1.5.2. példa. 10 bites mantissza és 5 bites excess-15 exponens tarolds esetén a legnagyobb
abrazolhaté negativ szdm: —1.0...0-2715 = —2% = —0.000030517578125.

Az el6z6 két példa eredményébél kovetkezik, hogy a nulliat sem tudjuk dbrazolni!

Sajnos a legkisebb pozitiv és a legnagyobb negativ érték kozott a szomszédos tavolsdgokhoz
képest nagy dbrdzolhatatlan tartomdny hizédik, amit alulcsorduldsi résnek [underflow gap] ne-
veziink (l4sd a 4. dbrdn). A kis szdmok dbrézolhatatlansidga mellett sokkal nagyobb probléma
az, hogy ha az eddigiek alapjan jarndnk el, akkor barmely két dbrazolhaté lebegépontos szdm
kiilonbsége nem biztos, hogy abrazolhaté maradna, azaz nulldval helyettesitédne. Ez déridsi prob-
léma a kis abszolat értékii szamokkal dolgozé algoritmusok esetében: ha egy kivonds utan nem
garantdlhat6, hogy az eredmény abrdzolhaté (azaz nem nulla), akkor hogyan lehetnénk abban
biztosak, hogy a kiovetkez6 szamitas nem fog hibahoz vezetni? Példak: Ha egy szdmot elosztunk
masik két, nem nulla szam kiilénbségével, lehet, hogy nulldval fogunk osztani? Ha egy nem nulla
szambdl kivonunk egy masik nem nulla szdmot, majd késébb ugyanezt hozzaadjuk, akkor nem
fogjuk visszakapni az eredeti szamunkat?

1.5.3. példa. Szamitsuk ki 10 bites mantissza és 5 bites exponens excess-15 taroldsa esetében
a masodik legkisebb pozitiv szdmot: 1.0000000001 - 2715 = 2715 12725 Ha ebbdl kivonjuk a
legkisebb abrazolhaté szdmot (ldsd Az 1.5.1. példat) az eredmény 2725 lesz, ami nyilvan nem
abrazolhaté 10 bites mantisszan és 5 bites exponensen excess-15 formaban (az eddig ismertetettek
szerint).



4. abra. Lebegdpontos szamabrazolas esetén
a nulla koriili alulcsordulési rés
(2 bites mantissza, 3 bites exponens excess-4 médon térolva).

2. Az IEEE 754 lebeg6pontos szamabrazolas

A lebegépontos szamok abrazolasanak a gyakorlatban is alkalmazott nemzetkozi szabvanya a
az IEEE 754 = IEC 599 = ISO/IEC 60559. Az ebben definidlt konkrét bindris lebegpontos
abrézolasok koziil néhdny lathaté az 5. dbran. A szabvény a targyaltakon kiviill még sok maés
tulajdonsagot, funkcidt is definidl, példaul a kerekités szabdlyait, miiveleteket, kivételkezelést, sét
tizes alapu lebegépontos szamdabrézolast is, de ezekkel jelen targy keretében nem foglalkozunk.

elnevezés mantissza | karakterisztika | karakterisztika
mérete [bit] | mérete [bit] eltolds
binary16 10 5 15
binary32 23 8 127
binary64 52 11 1023
binary128 112 15 16383

5. dbra. IEEE 754 = IEC 599 = ISO/IEC 60559
szabvéanyos binaris lebeg6pontos tipusok jellemzo6i

2.1. Tarolasi sorrend

A lebeg6pontos szam tarolasi sorrendje a kovetkezé: el6jel, exponens, mantissza.

2.1.1. példa. Az 1.3.1. példa esetében (binaryl6 formatum) térolandé: 0 11100 0011100010.
2.1.2. példa. Az 1.3.2. példa esetében (binary16 formatum) tdrolands: 1 01011 0100000000.

2.1.3. példa. A binaryl6 formatumban tarolt 0000 0100 0000 0000 bitminta értelmezése: elgjel:
0, exponens: 00001, exponens értéke: 1 — 15 = —14, mantissza: 0000000000, kiegészitve a nem
tarolt bittel: 1.0000000000, azaz a tarolt szam: 1.0000000000 - 2~ = 2714,

2.1.4. példa. A binaryl6 formatumban tarolt 0000 0100 0000 0001 bitminta értelmezése: eldjel:
0, exponens: 00001, exponens értéke: 1 — 15 = —14, mantissza: 0000000001, kiegészitve a nem
tarolt bittel: 1.0000000001 azaz a tarolt szdm: 1.0000000001 - 2714 = 2714 4 2724,

2.1.5. feladat. Mondjuk példat olyan miiveletre vagy relaciéra, amelyet kénnyebb elvégezni,
ha az eltolt szamébréazolast hasznaljuk az exponens tarolasara és a taroldsi sorrend: exponens,
mantissza (azaz nem a normalizilt alak sorrendje: mantissza, exponens)

2.2. Subnormalt abrazolas

Az alulcsordulési hiba megsziintetéséhez — az IEEE 754 szabvanynak megfelelve — az el6z6ekben
targyaltakkal ellentétben a nullaként tarolt exponens értéket specidlisan kell kezelni: ebben az



esetben a mantissza legnagyobb helyiértékii bitjét az eléz6ekben megismert fix 1 helyett nulldnak
kell értelmezni, és az exponens eltoldsit is eggyel csokkenteni kell (azaz példaul excess-15-r6l
excess-14-re):

2.2.1. példa. Az IEEE binary16 formatumban térolt 0000 0000 0000 0001 bitminta értelmezése:
el6jel: 0, exponens: 00000, exponens értéke: mivel az exponens térolt értéke 0, az eredeti (excess-
15) értelmezés (0 — 15 = —15) helyett a médositott szdmitdsi méd (excess-14) szerint: 0 — 14 =
—14, mantissza: 0000000001, kiegészitve a nem tarolt bittel: 0.0000000001, azaz a tarolt szam:
0.0000000001 - 2714 = 2724 Ez az IEEE binary16 formatumban térolhaté legkisebb érték.

2.2.2. példa. Az IEEE binary16 formatumban térolt 0000 0000 0000 0010 bitminta értelmezése:
eldjel: 0, exponens: 00000, exponens értéke: mivel az exponens térolt értéke 0, az eredeti (excess-
15) értelmezés (0 — 15 = —15) helyett a médositott szdmitdsi méd (excess-14) szerint: 0 — 14 =
—14, mantissza: 0000000010, kiegészitve a nem tarolt bittel: 0.0000000010, azaz a tarolt szdm:
0.0000000010 - 2714 = 2723 = 2. 224,

2.2.3. példa. Az IEEE binary16 formatumban térolt 0000 0000 0000 0011 bitminta értelmezése:
el6jel: 0, exponens: 00000, exponens értéke: mivel az exponens térolt értéke 0, az eredeti (excess-
15) értelmezés (0 — 15 = —15) helyett a mddositott szamitdsi méd (excess-14) szerint: 0 — 14 =
—14, mantissza: 0000000011, kiegészitve a nem tarolt bittel: 0.0000000011, azaz a tarolt szam:
0.0000000011 - 2714 = 3. 2724,

Ha az IEEE binaryl6 formatumban térolhaté mésodik legkisebb pozitiv szambdl (ldsd a 2.2.2.
feladatot) kivonjuk az dbrdzolhaté legkisebb pozitiv szémot (ldsd a 2.2.1. feladatot), akkor ered-
ményiil 2-2*-et kapunk, ami szintén dbrazolhaté. fgy az IEEE 754 szamabrazoldsi modszerrel
barmely két nem nulla dbréazolhaté szam kiilonbsége kizardlag akkor nulla, ha a két szdm meg-
egyezik. Ez egy nagyon fontos numerikus tulajdonsig!

2.2.4. példa. Az IEEE binary16 formatumban térolt 0000 0000 0000 0000 bitminta értelmezése:
eldjel: 0, exponens: 00000, exponens értéke: mivel az exponens térolt értéke 0, az eredeti (excess-
15) értelmezés (0 — 15 = —15) helyett a médositott szdmitdsi méd (excess-14) szerint: 0 — 14 =
—14, mantissza: 0000000000, kiegészitve a nem tarolt bittel: 0.0000000000, azaz a tarolt szdm:
0.0000000000 - 2714 = 0.

2.2.5. példa. Az IEEE binary16 formatumban térolt 1000 0000 0000 0000 bitminta értelmezése:
el6jel: 1, exponens: 00000, exponens értéke: mivel az exponens térolt értéke 0, az eredeti (excess-
15) értelmezés (0 — 15 = —15) helyett a mddositott szamitdsi méd (excess-14) szerint: 0 — 14 =
—14, mantissza: 0000000000, kiegészitve a nem tarolt bittel: 0.0000000000, azaz a tarolt szam:
—0.0000000000 - 271 = —0.

A nulla kétfajta tarolasi médjanak az a jelentOsége, hogy jelezhetd, hogy az alulcsordult szam
milyen irdnybdl kozelitette meg a nulldt. (Hasonléan jelezziik példdul a hatdrérték szamitasnél,
hogy a nulldt milyen irdnybdl kozelitjiikk meg: lim,_,o— f(z) illetve lim, o4 f(z))

A http://babbage.cs.qc.cuny.edu/TEEE-754 /index.xhtml oldalon kiprébalhatdk, ellenérizhe-
tok az atvaltasok.

2.3. Végtelenek és a NalN

Az IEEE 754 lebeg6pontos szamébrazolasok a valds szamokon kiviil képesek térolni a oco-t és
—oo-t, tovdbbé a specidlis NaN (Not a Number) értéket. Ez utébbit kapjuk eredményiil (tobbek
kozott) akkor, ha nullat nulldval osztunk vagy ha negativ szambdl vonunk négyzetgyskot.

Ha az exponens minden bitje 1 és a mantissza nulla, akkor az (eléjeltdl fiiggéen) +oo az
abrazolt érték, ha a mantissza nem nulla, akkor NaN az abrazolt érték.

2.3.1. feladat. Adjuk meg a legnagyobb binary16-ban dbrazolhaté szdmot)!

2.4. Numerikus matematika

A numerikus matematika foglalkozik mar meglévd szamitasi algoritmusok vizsgdlatdaval illetve
olyan Uj algoritmusok tervezésével, amelyek figyelembe veszik, hogy a szamitogépen végrehajtott



szamitas soran az el6zbekben ismertetett hibak az egymadas utan végzett miiveletek soran ne
néjenek olyan nagyra, hogy maganak az eredménynek a hasznalhatésagat veszélyeztetnék.



	1 A lebegőpontos számábrázolás
	1.1 Normalizált alak
	1.2 Bináris normalizált alak
	1.3 A lebegőpontos szám elemeinek tárolási mérete
	1.4 Lebegőpontos számábrázolás határai és pontossága
	1.5 Alulcsordulás

	2 Az IEEE 754 lebegőpontos számábrázolás
	2.1 Tárolási sorrend
	2.2 Subnormált ábrázolás
	2.3 Végtelenek és a NaN
	2.4 Numerikus matematika


